Métodos Analiticos en Estadistica - Curso 2007 /08
Métodos numéricos para Estadistica
TEMA 6: APROXIMACION POR MINIMOS CUADRADOS
Problemas

. Probar que si una sucesién de funciones en Cfa, b] converge en norma uniforme, también converge

segin la norma || - ||2,w, para una funcién peso w(x) en [a,b]. Demostrar que el reciproco no es
cierto.

n 1/2
(Sugerencia: usar la sucesién f,(x) = (1—1—714562> con w(z) =1en [-1,1].)

. Calcular
1/2

2
win ([ (@) -pte2ac)

para f(z) =Inz.

. Idem para f(z) = e®.

. Hallar la mejor aproximacién por minimos cuadrados de la funcién f(z) = &z € C([—1,1]) en Il
si en C([—1,1]) consideramos el producto interior:

(a) < f.g>= /_ J(@) gl d

dx
V1—a2

En ambos caso determinar la desviacién minima.

®)<ﬁg>=/¥f@%ﬂﬂ

. La forma bilineal

<ﬁg>—Amf®mw@+%eWt

define un producto escalar en el espacio V de las funciones f € C([0,00)) tales que
< f, [ >< 4oc.

(a) Hallar los cuatro primeros polinomios ortogonales ménicos respecto a < -, > .
(b) Dada la funcién f(t) = t2e~*, hallar la mejor aproximacién minimo cuadratica a f en Il3.

(c) ;Se puede realizar el apartado (b) para la funcién f(t) = tes?.

. Si denotamos por II,, al conjunto de todos los polinomios ménicos de grado n. Y m,(:;w) es el
n-ésimo polinomio ortogonal ménico asociado a la funcién peso w en [a,b]. Demostrar que

b b
/ wi(t)w(t)dtg/ PO w(t)dt , pell,.

Lo que quiere decir que el n-ésimo polinomio ortogonal ménico es el de norma minima.

. ;Cal es la mejor aproximacién por minimos cuadrados de la funcién f(¢) = 0 en [a, b] en el conjunto
de los polinomios de grado n ménicos con la norma || - ||2,.,7, i v en II, 7.

. Los polinomios de Tchebyshev de segunda especie se definen para t € [—1, 1] como :

sin((n + 1)0)

Unt) = sin(6) ’

t=cosf , 6¢€l0,7]



(a) Demostrar que se verifica la siguiente relacién de recurrencia a tres términos:
Un+1(t) = 2tUn(t) - Unfl(t) , n 2 1 s Uo(t) = 1, Ul(t) =2t.

En particular, U,, es un polinomio de grado n.

(b) Demostrar que para n > 0 el polinomio U, tiene la misma paridad que el subindice n. Hallar
las raices de U,. Probar la siguiente relacién con los polinomios de Tchebyshev T,,.

’

T.t)=nU,—1(t) , n>1.

n

(c) Demostrar que
1
/ Un(t)-Um(t)\/l—tht:gcimm .
-1

;Se puede decir que {Un}ne v forman una sucesién de polinomios ortogonales moénicos ?.
Obtener una base ortonormal de II,, con respecto al producto escalar

< f,g>= /_1 F®)g(t) V1 —t2dt.

9. Hallar la expresion de los tres primeros polinomios de una sucesiéon de polinomios ortogonales
respecto al producto escalar

(f,9) = /OTr f(x)g(x)dx.

10. Probar que los polinomios de Chebyshev T;,(x), n > 0 son ortogonales respecto de la funcién peso

1/v/1—a? en [-1,1].

11. Los polinomios de Laguerre son los polinomios ortogonales respecto de la funcién peso w(z) = e™*
en el intervalo [0,00). Sabiendo que Lo(z) = 1, calcular Ly, Lo y L3 por el procedimiento de
ortogonalizacion de Gram-Smith. Usar estos polinomios para calcular el polinomio de minimos
cuadrados de grado < 3 que aproxima a las funciones f;(z) = e™®/2 y fo(z) = sin(z)/x.

12. Demostrar que los polinomios de Laguerre

e dn

Ln(w) = n! dan

(z"e™™), n>0,

son ortonormales respecto la funcién peso w(z) = e~” en el intervalo [0, 00).

Sugerencia: Demostrar primero que

d’l‘
F(xne_w) =0, paraxz=0,00, r=0,1,...,n—1,
T

y usar la integracién por partes.
13. Demostrar que los polinomios de Legendre
(-1

ol gl A=) 2l R(@) =1,

P.(z) =

es ortogonal respecto la funcién peso w(z) =1 en [—1,1]. Calcular también || P, ||2,u-

14. Calcular el polinomio de grado < 2 que mejor aproxima a f(x) = cos(z), = € [0,7] con norma
Il - ]2 (w(xz) =1). Usar primero polinomios ortogonales. Resolver también el problema mediante el
calculo directo.

15. Obtener la mejor aproximacién en norma || - ||2,,, de la funcién f(x) = ze” mediante polinomios de
grado < 2 en [0,2] usando el peso w(x) = . Obtener el error.



16. Demostrar que si f € Cla,b] y pn(z) es su mejor aproximacién por minimos cuadrados en II,
respecto a w(x), entonces p,(z) interpola a f al menos en n + 1 puntos de (a, b).

17. Sea f(x) = arccosz, x € [-1,1], (f(z) € [0, 7]).

(a) Encontrar el polinomio p,, € II,, que minimiza

[ Yo,
1 V1—a? '

(b) Demostrar que existe F' € C[—1,1] tal que
nlirr;o | F'— pp |leo=0.

Comprobar que tiene que ser F' = f.

(¢) Probar que

= —.
= (2k+1) 8
18. En el espacio de las funciones continuas C([—, 7]) se considera la norma || - ||2. Si denotamos por

7, el conjunto de polinomios trigonométricos de grado a lo sumo n.

(a) Determinar la mejor aproximacién en 7, de la funcién f(z) = z y la desviacién minima.

(b) Usando el resultado del apartado anterior demost f:(_l)j T
sando el resultado del apartado anterior demostrar que : =—.
P mer 293171
]:
(c) Repetir el primer apartado para la funcién f(z) = |z|.
= 1 72
(d) Utilizando los resultados del apartado anterior demostrar que : JE:O W =3

19. Sea f(z) = |z|, z € [-1,1]. Estudiar su serie de Fourier con los polinomios ortogonales de Cheby-
chev de 1 especie {T}}.

(a) Estudiar la convergencia uniforme de la serie de Fourier resultante.

o0
(71)k+1 T 1
b) Demostrar que = — .
() we D o 2
k=1
20. Sea w(z) una funcién peso en [—a,al, a > 0, y sea {¢y }, la correspondiente sucesién de polinomios
ortogonales. Probar que para cada n, ¢, es una funcién par/impar segin n sea par/impar.

21. Sea {T}} la sucesién de polinomios ortogonales de Chebychev de primera especie. Demostrar que
si f(z) es par/impar en [—1,1], entonces los coeficientes de Fourier verifican que ¢, = 0 si k es
impar/par.

22. Sea f(x) = a™. Demostrar que la mejor aproximacién a f por minimos cuadrados en I, es la
misma f, en cualquier intervalo [a, b] con una funcién peso w(zx).

23. Hallar el polinomio de grado no mayor que 1 mejor aproximaciéon por minimos cuadrados en los
puntos -1, 0, 1/8, de la funcién y = z'/3. Calcular el error.

24. El estiramiento de un resorte obedece a la ley de Hooke
e=ey+ K- -F

donde eq es el estiramiento inicial, F' la fuerza aplicada y K la constante de elasticidad del resorte.
Se han medido los siguientes valores para (F,e): {(0,5.3),(2,7.0),(4,9.4),(6,12.3)}, donde F se
mide en Newtons y la distancia en cms. Calcular la constante de elasticidad del resorte.



25.

26.

27.

28.

Deducir la ecuacién de la recta de regresion (Y sobre X) para un conjunto de N datos {(zx,yx), k =
1,2,...,N}.

Considérense los datos de la siguiente tabla:

z |40 45 50 55 6.0 65 7.0 75
f(x) ][22 35 40 60 65 73 82 87

Calcular el polinomio de segundo grado que mejor aproxima estos datos. Calcular el error cuadratico
y comparar con el ajuste lineal.

Construir los tres primeros polinomios de una sucesién de polinomios ortogonales usando el producto
escalar

(,9) = F(=Dg(~1) + FO)9(0) + F(3)g(5) + F(Da(1).

Comprobar que las funciones 1, cos(x), sin(z) son ortogonales respecto del producto escalar

4

(f,9) = flar)g(ax)
k=1

con xp = kn/2. Como aplicacién, hallar en el conjunto de los polinomios trigonométricos ag +

aq cos(x) + by sin(z) el que mds se aproxima a y = x en el sentido de los minimos cuadrados en los

puntos zy, = kn/2, k=1,2,3,4.



