Métodos Analiticos en Estadistica
Métodos numéricos para Estadistica
TEMA 5: INTERPOLACION

Interpolacién: interpolar es seleccionar una funcién p(z) de entre una clase de funciones de tal forma
que la gréifica de y = p(z) pase por un conjunto finito de puntos dados.
Es decir, dados n + 1 puntos distintos

{(x0390)> (mlvyl)’ (x2a92)> R (Ina yn)}

se busca una funcién p(x) tal que
plz;) =vyi;, i=0,1,...,m.

Dependiendo de la clase de funciones en la que busquemos p(z) tendremos los distintos tipos de
interpolacion:

e Si p(x) es un polinomio: interpolacidn polindmica.
e Si p(x) es un polinomio a trozos: interpolacion por splines.
n
e Si p(z) es un polinomio trigonométrico (p(z) = ag + Zaj cos(jx) + bjsin(jzx)): interpolacion
j=1
trigonométrica.
e Si p(z) es un cociente de polinomios (p(z) = r(x)/q(z)): interpolacidn racional.

En este curso veremos en detalle el primer caso, estudiando de forma més superficial el segundo y el
tercero. El caso de la interpolacién racional se deja para otros cursos mas avanzados.

1 Interpolacién polinémica
Antes de entrar en materia introducimos la siguiente notacién:
IT,, = {p(x) polinomio de grado < n},
Cla,b] ={f : [a,b] — IR/ f es continua en [a, ]},

| f lloo= max |f(z)].
z€Ja,b]

Teorema 1.1 (Teorema de existencia y unicidad)
Dados n + 1 puntos distintos entre si xg,x1,...,Zn Yy n+ 1 ordenadas yo,y1,...,Yn, existe un poli-
nomio p,(z) de grado menor o gual a n tal que

pu(xi) =y, 1=0,1,...,n. (1.1)
Ademds, este polinomio p,(x) es unico en la clase de polinomios de grado menor o igual a n (IL,).
DEMOSTRACION: Queremos encontrar un polinomio p,(z) € II,, por lo que tiene que ser de la forma
po(2) = a0+ a1+ -+ a, 12" +a,x".
Y queremos que verifique (1.1). Por tanto, tiene que cumplir:
ag +a1xo+ -+ an_lxg_l + anzl = Yo

-1
ap+ a1z + -+ an1zy +apt =

ap + a1y + -+ an 1 zp T+ ant = yn



Esto claramente es un sistema lineal de n+ 1 ecuaciones con n+ 1 incdgnitas (ag, a1, . .., a,), cuya matriz
de coeficientes tiene como determinante

1 = w2 . apt o ap

1 x S

1z x3 .. 2t ol
V(xo,xl,...,xn_l,xn) = . . .

1 2y a2, ... a1 2t

1 =z, x2 zn=t g

Este tipo de determinantes se llama determinantes de Vandermonde. Aparecen a menudo cuando traba-
jamos en cédlculo numérico.

Ejercicio: Demostrar que

V(zo, 21y« s Tn_1,Tn) = H (@i —xj).

0<j<i<n

Como en nuestro caso x; # z;,Vi # j, no se anula ninguno de los factores del determinante y, por

tanto,
det(V(zo,21,. .., Tn-1,2Zn)) #0

y el sistema lineal tiene solucién y es tnica {ag, a1, ..., an—1,a,}. Asi que existe p,(z) € II,, tal que se
cumple (1.1) y ademads, es tnico en II,,. O
Observaciones:

e Los n + 1 puntos distintos entre s {zg,Z1,...,2Z,} se llaman nodos de interpolacion.

e Una de las principales utilidades del polinomio de interpolacion aparece cuando las ordenadas y; son
valores de una funcién f(z) en los nodos x;, es decir, cuando buscamos un polinomio p,(z; f) € II,,
tal que

oz f) = f(zi), i=0,1,...,n.

En este caso se dice que py(z; f) es el polinomio de interpolacion de f(x) en los nodos {x;}1,.
Veremos que, bajo ciertas condiciones, p,(z; f) serd una buena aproximacién a f(z).

e Obsérvese que en este teorema no se especifica si los nodos z; o las ordenadas y; son reales o
complejas, pues es un teorema vélido cuando {z;,y;} € C, en cuyo caso el polinomio p,(z) tendrd
coeficientes complejos a; € C. Esta observacién tendra relevancia cuando estudiemos la interpo-
lacién mediante polinomios trigonométricos.

1.1 Férmula de Lagrange

El teorema 1.1 nos asegura que p,(z) existe y es tnico, pero la forma en que lo construye es muy
compleja de aplicar en la practica. Hay diversas maneras de expresar este polinomio. Segun el contexto
serd mas apropiado usar una u otra. La més usual es la de Lagrange:

Definicién 1.1 Dados n + 1 nodos distintos entre si {xo,x1,...,2Zn}, se definen los polinomios fun-
damentales de Lagrange como

)= ] %el‘[n, i=0,1,...,n. (1.2)
. i — Ly
J=0
J#i



Estos polinomios tienen la siguiente propiedad:

|1, sii=gj
wa) ={ o 5157 (13)
Para simplificar la notacién posterior introducimos la funcién delta de Kronecker:
1 sii=
=10 5z a9

Asi se expresan de forma mas compacta las propiedades de los polinomios fundamentales de Lagrange
(1.3):
li(zj) =05, ¥i,j=0,1,...,n.

Teorema 1.2 (Polinomio de interpolacion de Lagrange)

Dados n+1 nodos distintos entre si {xg,x1,...,Tn}, yn+1 ordenadas {yo,y1,.-.,Yn}, €l polinomio de
interpolacidn p,(x) dado en el Teorema 1.1 se puede expresar en funcion de los polinomios fundamentales
de Lagrange como

DEMOSTRACION: Consideremos el polinomio
n
q(z) = Zyllz(x) e IL,.
i=0
Claramente verifica las condiciones de interpolacién (1.1) por la propiedad (1.3) anterior:

n

g(;) =D yili(w;) = yjli(2;) = y; = palx), §=0,1,...,n.

i=0
Concluimos la demostracién por la unicidad del polinomio de interpolacién en IT,,. O
Ejemplos:
po(z) = o
T—z T —x
pi(x) = o + Sy
To — T1 Tr1 — o
r—x1)(r—2x x—xp)(r—2x x—x)(r—2x
po(a) = (z-z)@=2) - E-z)@—2s) ~ (@-z)l@-z1)
(zo — @1) (w0 — @2) (21 — @o) (21 — 22) (z2 — @o) (2 — 21)

Existe una manera alternativa de expresar el polinomio de interpolacién de Lagrange usando el llamado
polinomio nodal:

w(z) = (x —xo)(x —x1) - (T — Tp). (1.5)
Observando que
w’(mi) = (l’z - JJ()) e (CL‘Z‘ — 162;1)(.’17@‘ — .’L'Z'+1) e (CL‘Z‘ — $n), 1= O7 1, e,y
se tiene
li(z) = w(@) i=0,1,....n. (1.6)

Observaciones:



e Si las ordenadas y; son valores de una funcién f(z), se tiene que el polinomio de interpolacién de
f(x) enlos n+ 1 nodos {z;}'_, con z; # x;,¥i # j, se expresa como:

n

pu(z; f) = Zf(ffz)lz(ff) (1.7)

=0

o {lg(x),l1(x),...,ln(z)} forman una base en II,,, es decir, cualquier p(z) € II,, se puede expresar de
forma univoca como
p(z) = aplo(z) + anly (z) + -+ + anlpn(z).

Su demostracién se deja como ejercicio.

1.2 Error de interpolacién

Como ya hemos visto, en la préctica es muy 1til interpolar una funcién f(x) a partir de los valores
que toma en n + 1 nodos distintos entre si {xg,z1,...,2,} segin la férmula (1.7). La idea es que como
f(@) y pn(x; f) coinciden en los n + 1 nodos, al menos cerca de ellos serdn dos funciones muy parecidas
y se podra tomar p,(z; f) como una buena aproximacién de f(z). El siguiente teorema nos dice c6mo
medir el error cometido en este caso:

Teorema 1.3 Sean {z;}"_, n + 1 nidmeros reales distintos entre si en un intervalo [a,b] y sea f €
C"™*1a,b]. Entonces, para cada x € [a,b] eviste un nimero &, € (a,b) tal que el error

Frt(&)

w(x) (1.8)
donde w(x) es el polinomio nodal.

Observaciones:

e El teorema nos viene a decir que si el valor z no esté lejos de los nodos {z;}", con lo que |w(z)|
estd controlado, y si la funcién tiene una derivada (n 4+ 1)—ésima acotada, el error cometido al
tomar p,(z; f) como aproximacién a f(z) va a ser pequeno.

e Hay enunciados alternativos de este teorema que en lugar de usar un intervalo [a,b] toman el
intervalo més practico [min{x, zg, z1, ..., 2, }, max{z, xo, x1,...,Tn}].

1.3 Formula de Newton con diferencias divididas

La férmula de Lagrange se usa mucho cuando abordamos el problema de la interpolacion desde el
punto de vista tedrico. Pero en la computacién, sobre todo cuando estamos interpolando funciones, tiene
un inconveniente importante: si anadimos un nodo al problema tenemos que calcularlo todo de nuevo,
es decir, que para calcular el polinomio de interpolacién en {zg,1,...,2,} no podemos aprovechar los
célculos realizados para el polinomio de interpolacién en {xg,z1,...,Zn—1}.

Para simplificar la notacién en lo que sigue vamos a suponer siempre que estamos interpolando una
funcién f (y; = f(z;)), por lo que obviaremos la f en la definicién del polinomio interpolador, es decir,
denotaremos p,, () = pn(x; f).

Veamos una formulacién alternativa que permite expresar p,(z) como

Pn(@) = pn-1(2) + Cn(2). (1.9)

Como p,, € I1,,,pr—1 € II,,_1, C,, tiene que ser un polinomio de grado menor o igual a n. Pero ademés
sabemos que por las propiedades de interpolacion:

Cr(x;) = pn(xi) — pn-1(x;) = fla;) — f(x;) =0, i=0,1,...,n—1.



Por tanto es un polinomio de grado a lo sumo n con n raices reales distintas, con lo que va a tener que
descomponerse como
Cn(z) = An(z —zo)(x —21) -+ (T — Tp1)s (1.10)

donde A, es el coeficiente director del polinomio C,, que tenemos que determinar (que a la vez coincide
con el coeficiente director de p,(x)).
Para calcular este coeficiente director tenemos que introducir previemante la siguiente definicién:

Definicién 1.2 Dados n + 1 nodos distintos {z;}1_, y una funciéon f(x), se definen las diferencias
divididas de f como

f[l'()] = f(SL'())
flzo,x1] = M
1 — To
flro, a1, m9] = L1172l = flwo, 7]
- (1.11)

flzo, 21, T2, 23] = flx1, w2, 23] — flwo, 21, 20]

T3 — Xg
flzo, 21, 22, 0] = flag, e, a0 — flwo, 21, 0]

Tp — X0

Asi tenemos el teorema que nos da el coeficiente A,, y nos aporta la expresiéon de Newton del polinomio
de interpolacién de una funcién f:

Teorema 1.4 (Polinomio de interpolacién de Newton)
Dados n+ 1 nodos distintos {x;}7, el polinomio de interpolacion de una funcion f en dichos puntos
se puede expresar como

Pn(x) = pro1(x) + (& —xo)(x — 1) -+ (T — Tpe1) flX0s 1, T2y - -, T (1.12)

Con esta propiedad podremos ir calculando el polinomio de interpolacién de manera recursiva:
po(z) = flxo]
pi(z) = po(x) + flzo, z1)(x — wo) = flzo] + flro, z1](x — 20)
pa(x) = p1(x) + floo, 1, x2](x — 20) (7 — 21) = flwo] + fl20, T1](2 — 20)

+flxo, x1, 2] (x — x0)( — 21)

(1.13)
pr(x) = ppo1() + flro, 21, . xn)(x — zo)(x —21) - (@ — Zpeq)
= flzo] + flzo, z1](x — zo) + flxo,x1,22](x — z0)(x —21) + . ..
+flzo, 21, xp)(x —xo)(x — 1) -+ (& — Tp—1)

Aunque a primera vista no lo parezca, la computacién de esta férmula es mucho menos costosa que la
de la expresion de Lagrange. Lo que més complejo parece es la computacion de las diferencias divididas,
pero en la practica resulta muy sencillo usando las llamadas tablas de diferencias divididas (1o veremos



en las clases practicas):

v flod  flei il flrs i, 2igo)

zo  fo
f[l‘o,mﬂ

T fi flxo, x1, 22 ...
f[xlaxQ]

T2 fo fley, @2, 23] ...
f[3?27$3]

T3 f3 f[$2,$3,$4]
flxs, x4

Ty fa f[$3,£€47$5]
flza, z5]

x5 fs

Por otra parte, las diferencias divididas nos van a da una expresion alternativa del error de interpo-
lacion que es muy tutil:

Corolario 1.1 Sean {x;}7 o n + 1 nidmeros reales distintos entre si en un intervalo [a,b] y sea f €
C"™*1a,b]. Entonces, para cada x € [a,b] el error de interpolacion viene dado por

E,(z; f) :== f(x) — pn(z) = w(z) flxo, z1,. .., Tn, 2] (1.14)

donde w(x) es el polinomio nodal.

Simplemente comparando las dos expresiones del error (1.8) y (1.14), podemos concluir que para cada
x € [a,b] existird un &, € (a,b) tal que

_ fIE)
f[anxla"wxn’x]* (n+1)| .
Incluso generalizando esta igualdad para el caso x = x,11 = x,, se obtiene la férmula mas general:
_ () : :
flzo, 21, . xm] = =~ para cierto ¢ € [min{zg, x1,...,Tm}, max{xo, X1,...,Tm}]- (1.15)
m!

2 Interpolacién de Hermite

En muchas aplicaciones es conveniente encontrar un polinomio p(z) que no sélo interpole a una funcién
f(z) en un cierto nimero de puntos, sino que ademds interpole a su derivada f'(z). Esto no sélo se usard
para aproximar f(x), sino que tiene aplicaciones cuando aproximamos integrales o resolvemos ecuaciones
diferenciales numéricamente.

El problema de interpolacidn de Hermite general consiste en encontrar un polinomio p(x) de tal manera
que
pD(x;) = f9(x), 7=0,1,...,my, i=0,1,... n. (2.1)

O sea, que py f coincidan en un cierto nimero de nodos distintos y sus derivadas hasta cierto orden.
Obsérvese que el nimero de nodos distintos (n) y el ndmero de derivadas (m;) no son independientes.
En cada nodo z;, p y f coincidirdan hasta un determinado orden de derivacién m;.
Se tiene el teorema general:

Teorema 2.1 (Teorema de existencia y unicidad)
Dados n+1 nodos distintos {xg,z1,...,Tn} € [a,b], los enteros no-negativos {mgy, m1,...,m,} y una
funcidn f € C™[a,b] donde m = max{mg,m1,...,my}, existe un Unico p € Iy que verifica (2.1), siendo

N = zn:mi—i—n.
i=0



Observaciones:

e En el caso n = 0, es decir, la interpolacién en un sélo nodo xy en sus derivadas hasta orden my,
este polinomio realmente es el polinomio de Taylor de grado N = mg de la funcién f(x):

/-TO //mo (mg)xO
(o) 1" (o) F) e

T 21 mel T ¥0

p(l‘):f(aﬁo)—i— 56‘0)+ (x—;po)2+...+

e En el caso de n + 1 nodos distintos {z;}?, con m; = 0,¥0 < i < n, es decir, la interpolacién
en n + 1 nodos solamente de la funcién f(z) sin las derivadas sucesivas, tenemos el polinomio de
interpolacién ordinario de grado n (1.1).

El caso mas usado de este tipo de interpolacién generalizado es el caso en que m; = 1,V0 < i < n. Asi
se define el polinomio de interpolacion de Hermite como el inico polinomio Ha, 41 € Ila,11 que interpola
a fya f enn+ 1nodos distintos {xg,x1,...,2,}, esto es,

H2n+1(‘ri) = f(‘rl)a HénJrl(xl) = f/(xi)a i=0,1,...,n. (22)

Vamos a estudiar como se formula este polinomio. La primera formulacién se deduce utilizando los
polinomios fundamentales de Lagrange (1.2).

Teorema 2.2 Si f € Clla,b] y xo,21,...,7, € [a,b] son distintos, el 1inico polinomio de menor grado
que verifica (2.2) es Hopq1 € oy, 41 dado por

Hopy1(2) = > fl@)Ai() + D f' (i) Bi(x), (2.3)
i=0 '
donde A;, B; € Iy, 11 vienen dados en funcion de los polinomios fundamentales de Lagrange de grado n

li(x) (1.2) de la manera siguiente:

Ai() = (1= 2 — 2:)ll(2:) 12 (a)
By(x) = (& - 2)2().

Ademds, si f € C?"2[a,b] entonces para cada x € [a,b] existe un &, € (a,b) tal que

_ (&)

f(@) = Hapqa () = 2n 1 2) w?(x). (24)

De la misma forma que en el caso de la interpolacién ordinaria, esta formulacién del polinomio de
Hermite no resulta ser muy aplicable en la computacion y se busca otra féormula usando diferencias
divididas. Para ello, se considera la férmula de Newton de un polinomio de interpolaciéon en 2n + 2 nodos
distintos {z, 21, ..., 22,41} que como ya hemos visto se representa como

Pan+1(2) = flz0] + flz0, 21](@ = 20) + -+ + flzo, 21, - - 2ona] (@ — 20) (@ — 21) -+ (@ — 220),  (2.5)
cuyo error viene dado también en funcién de las diferencias divididas como
f(@) = pans1(@) = flz0, 21, -, 22041, @] (2 — 20) (= 21) -+ (2 — 22041).
Si en esta férmula (2.5) dejamos que los nodos que aparecen se repitan sustituyendo
20,21 POT Tg,To, 22,23 POT T1,T1, ..., 290, 22n+1 POT Tp, Tn,

y tenemos en cuenta de la relacién (1.15) que

f'(z:)
1!

f[%‘,xi] =

se llega al siguiente teorema:



Teorema 2.3 (Fdrmula de Newton del polinomio de Hermite)
El polinomio de interpolacion de Hermite (2.3) en n+ 1 nodos distintos se puede expresar como

Honi1(x) = flzo] + flzo, xol(x — o) + flzo, o, 21](x — x0)* + flao, xo, x1, 21](x — x0)?( — 1) + ...

+£120, X0, T1,T1, « -+, Ty T (T — 20)% (. — 21)% - (T — Tp1) (2 — ).
(2.6)

Ademds, si [ es suficientemente derivable, el error viene dado por
f(z) = Hapi1(x) = flxo, 20, 21,21, - - -, Tp, Ty, 2] ().

La demostracion de este teorema no es sencilla. Para ello hay que ver el Teorema de Hermite—
Gennochi, lo que a mi entender no entra dentro de lo que es un curso préctico de cdlculo numérico como
éste.

El caso més usado de interpolacién de Hermite es probablemente el polinomio cibico de Hermite, que
interpola en dos nodos {a,b},a # b:

Hy(a) = f(a),  Hi(a) = f'(a)
Hs(b) = f(b),  Hz(b) = f'(b).

Su formulaciéon con diferencias divididas resulta

HS(x) = f(a’) + f’(a)(m - a) + f[a,a,b](x - a’)2 + f[a7a7b7b](x - a)2(x - b),

donde | |
fla,a,b] = W
_ f’(b) — Qf[mb] + f'(a)
fla,a,b,b] = et

El error sale en funcién de la derivada cuarta de f:

r—a 2 Xr — 2
(@) ~ Hyw) = (@ — (e — b flaa b, 2) = =L EZD e,

para cierto &, € [min{a,b, 2}, max{a,b,x}].
3 Interpolacién por polinomios a trozos

Las funciones polinémicas a trozos se utilizan en una gran variedad de problemas numéricos distintos,
desde la teoria de la aproximacion, a la computacién de gréficas, integracién y diferenciacién numeérica,
resolucién numérica de ecuaciones diferenciales, integrales y en derivadas parciales. Nosotros vamos a
verlos s6lo desde el punto de vista de la interpolacién.

Primero tenemos que especificar qué es lo que entendemos por un polinomio a trozos:

Definicion 3.1 Considérese una malla de m + 1 puntos distintos y ordenados
—00< <2< < 2y <X

Diremos que P(x) es una funcién polinomial a trozos de orden r si P(z) es un polinomio de grado < r
en cada subintervalo

(7007 ZO]a [207 Zl]7 ey [Zm—la Zm}a [Zma OO)
Observaciones:

e A menudo en esta definicién no se incluyen los intervalos (—o0, 29) y (2m, 00).



e En general, no se hacen requerimientos de regularidad de P(z) en los puntos de salto z;, aunque
normalmente se trabaja con P(z) continuos.

El tipo de polinomios a trozos més habitual con el que se trabaja es el caso r = 3, y es con el que
vamos a seguir a partir de ahora.
Principalmente, hay dos puntos de vista a la hora de interpolar mediante polinomios a trozos:

e Problema de interpolacidn local: Queremos aproximar f(z) en un intervalo [a, b]. Para ello se elige
una malla
a=zp<zn<--<zm=>b

que habitualmente es igualmente espaciada. En cada uno de los subintervalos [z;, z;11] se toman 4
nodos
2 = T30 < Tl < Ti2 < Tj3 = Zit1

y se busca el polinomio de interpolacién ordinario p3; de grado 3 que interpola a f en esos nodos
{Zi0,%i1,%i2, %3} Con esto se consigue un polinomio cibico a trozos P(z) € Cla,b]. El problema
es que no suele ser derivable, lo que limita su utilidad.

e Problema de interpolacion global: Se busca un polinomio a trozos que interpole a f(x) en una
serie de nodos z; € [a,b] pero que ademds sea suficientemente derivable en todo [a,b]. El tipo de
polinomios a trozos més usado en este caso son los llamados splines, que veremos a continuacion.

3.1 Splines

Definicién 3.2 Considérese una malla de puntos
a=xg<x1 < -<xp =0b.

Decimos que una funcion s(x) es una funcion spline de orden m > 1 si verifica las siguientes propiedades:

(P1) s(x) es un polinomio de grado < m en cada subintervalo [x;, x;y1],1=0,1,...,n— 1.
(P2) s")(z) € Cla,b], YO <r <m—1, o lo que es lo mismo, s(z) € C™ '[a,b].

Ademds, se dice que es un spline interpolador de una funcion f(x) en [a,b] sii

s(z;) = flz;), Vi=0,1,...,n.
En la préactica se usa sobre todo el spline cibico interpolante:
siz € [z, zi41]: s(x) =ax® +ba? +cr+di, i=0,1,....,n— 1
s(z) =< s(z;) = f(z;), i=0,1,...,n. (3.1)
s (z7)=sM(2f), i=1,2,....,n—1,7=0,1,2 (s € C?[a,b])

Para calcular s(z) tenemos que determinar los coeficientes {a;, b;, ¢;,d;} en cada uno de los n subin-
tervalos [2;, z;+1], por lo que tenemos 4n pardmetros a determinar. Estos pardmetros han de verificar
(3.1), lo que supone n + 1 ecuaciones de la condicién de interpolacién y de la condicién de regularidad
(s € C?%[a, b)) resultan n — 1 ecuaciones mas para cada derivada r = 0,1,2. En total salen

(n+1)+3(n —1) = 4n — 2 condiciones,

por lo que nos faltardn dos ecuaciones para determinarlo unfvocamente (si es posible).
Hay varias maneras de elegir estas dos condiciones. Las ma&s usuales consisten en exigir condiciones
de regularidad también en la frontera, es decir, exigiendo en a y b las siguientes condiciones:

(S1) s"(a) = s"(b) = 0 spline natural
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(S2) s'(a) = f'(a), s'(b) = f'(b) spline completo (o sujeto)
(S3) s'(a) =$'(b),s"(a) = §"(b) spline periddico

Cuando no se dispone de informacion en la frontera, se usan también otras condiciones adicionales en los
otros nodos, como por ejemplo, exigir que s(3)(z) sea continua en x; y x,_1, pero esto no lo veremos.

Vamos a deducir la formulacién de los splines cubicos interpolantes. Para ello, en primer lugar se
definen los llamados momentos:
M; =5"(x;), i=0,1,...,n. (3.2)

Como s(z) es un polinomio cibico en [x;,x;41], 8" (x) va a ser un polinomio de grado 1:
s"(x) = Az + B;, @ € [z, Ti41)-
Exigiendo que s”(z;) = M;, 8" (x;41) = M;41, sale facilmente que

Mt — M; B _ Tip1 M — 2 Mitq
hz ) T hZ )

A = hi = zit1 — @i,

por lo que se puede expresar

Tig1 — &) M; + (2 — ;) Mija

() = . ,

i=0,1,...,n—1.

Con esto tenemos que s”(x) es continua en [a,b] como nos exige una de las condiciones de los spline.
Integrando una vez obtenemos s’(x) con una constante de integracién arbitraria:

—(@ig1 — )2 M; + (2 — 25)* M

/ —
s'(x) = oh

+ oy, (33)

y volviendo a integrar obtenemos s(x) con otra constante arbitraria adicional:

(17i+1 — 1‘)3Mi + (LE — l‘i)SMi_H
6h;

s(x) = + a;(z —x;) + B (3.4)
Para determinar estas {«;, 8;} usaremos las condiciones de interpolacién s(x;) = f(x;) =: fi, s(xi41) =
fir1. Es facil ver que resulta
M;h; fin—fi | h

o= —

+*(M1—MZ‘+1), i:(),l,...,n.

ﬁi:fi—T, i » 5

As{ hemos construido un polinomio ctibico a trozos continuo en todo [a,b] (porque en cada trozo es un
polinomio y en cada punto de salto coinciden por los dos lados).

Adn nos queda determinar los n 4+ 1 momentos {M;}? ;. Para calcularlos hay que tener en cuenta
que no hemos exigido la condicién de que s'(x) sea continua en todo [a,b] o, lo que es lo mismo, las n —1
condiciones restantes

lim §'(x) = lim §'(z), i=1,2,...,n—1.

De la igualdad (3.3) tenemos
—(iEZ' — LU)2MZ‘71 + (.’ﬂ — xi,1)2Mi

Siz € [z;— , X4 - ! = i
iz €lrimr,2]: §'(x) o + a1
—(zip1 — )2 M; —x;)2M;
Siz€x,zip1]: §'(x)= (i1 — ) + (@ —2) R o
20,
Por tanto, en z;,
hi_1M;
S(x;) = =5 — + i
2
—h;M;
s'(zf) = —— +q
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Igualando estas expresiones, desarrollando los valores de a;_1, a; y operando resulta

hi—1 hi +hi_1 h; fisi—fi  fi— fimx ‘
M, 4 i ity i - , —1,2,....n—1, (35
6 1t t g i h; i ! " (3.5)

de donde tenemos n — 1 ecuaciones con n + 1 incégnitas.

Nos quedan los dos grados de libertad que ya sabfamos, y que se determinardn segin (S1) o (S2) o
(83).

Vamos a ver sélo el caso del spline completo (S2). Para los otros dos casos se desarrollan célculos
similares.

(S2) (Spline completo) s'(a) = f'(a),s'(b) = f'(b), de la expresiéon de s'(z) de (3.3) en [a = xg,z1] ¥
[@p—1, 2z, = b], aparecen dos ecuaciones més:

ho ho ., — fi—fo
3M0+6M1— o f(a)

hn—l hn—l fn - fn—l /
M, _ M, = ——"—"— b),
6 1+ 3 b + f'(b)

(3.6)

En total se tienen n + 1 ecuaciones con n + 1 incégnitas {M;}7 .

La resolucién del sistema (3.5) junto con estas condiciones de frontera no es sencillo.
Para resolverlo el completo vamos a expresar las ecuaciones (3.5)-(3.6) en forma matricial:

AM = D,
donde A 5
0 0
— — 0 0 0 0 0
3 6
ho ho+hi hy
— — 0 0 0 0
6 3 6
h1 hi+ho ho
% T3 % 0 0 :
A= :
hn—2 hn—Q + hn—l hn—l
0 0 0 0 5 3 6
hnfl hnfl
0 0 0 0o ... 0
6 3
fl - fO ’
- I
o=t fi—fo
MO hl ho
M
Ml fs—f fa— N
5 —_
M = . 3 D = ha ha
Mn—l .
Mn fn_.fn—l _ fn—l_fn—Q
hnfl hn72
fn - fn—l
Ip) — In__Jn=l

La matriz A es simétrica, definida positiva (todos sus menores principales son > 0) y diagonalmente
dominante (el médulo del término de la diagonal es mayor que el médulo de cualquiera de los elementos
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de su fila). Por propiedades bésicas de resolucién de sistemas lineales, estas tres condiciones implican
que el sistema tiene solucién tnica M, por lo que los splines ctibicos interpolantes completos quedan
determinados univocamente. Ademads, hay métodos numéricos que resuelven este sistema con muy pocas
operaciones.

El siguiente teorema nos da informacién sobre el error cometido al sustituir una funcién f(x) por su
spline cibico interpolador completo (S2). Existen teoremas andlogos para los otros casos, pero no los
vamos a ver.

Teorema 3.1 Sea f(z) € C*[a,b], y una particién dada del intervalo [a,b]
a=x9<x1 <x3<---< Ty, =0,

definiendo

hi=xj4y1 —x;, i=0,1,... ., n—1 Amax = max h;.
A i+1 (2 ) ) ) max 0<i<n—1 7

Sea s.(x) el spline cibico interpolador completo de f en la particién dada, que verifica

sc(xz):f(xl)7 i:()v]-v"'vna
sc(a) = f'(a), sc(b) = f'(b).

Entonces, _ 4 _
max |f0)(x) — sV (z)] < C; max |f@(x)| i j=0,1,2. (3.7)

z€[a,b] z€[a,b] max?

Ademds, se conocen valores aceptables de estas cotas Cj, a saber,

5 1 3
00:7 Clzﬂ7 02:§-

Observaciones:

4

max-*

e Para el caso j = 0 tenemos que el error |f(z) — s.(x)| estd acotado por h
m&s pequeno sea Amayx (N es mayor), menor serd el error cometido.

Por tanto, cuanto

e Obsérvese que no sélo nos da el error de aproximar f(z) por s.(z), sino que ademés nos informa
del error de aproximar las derivadas de 6rdenes 1y 2.

e Realmente, este teorema se define de forma mas general, donde la particiéon de n + 1 elementos se
va haciendo cada vez mas fina. Es decir, se toma una sucesién de particiones cada vez mas finas de
la, b]

(n) (n)

a=u1xy < <w§”)<~~~<x%”):b, R — 0,

max
y la acotacién (3.7) también se verifica con las constantes C; independientes de n.

e Bajo ciertas condiciones también se demuestra para el caso j = 3.
4 Interpolacion trigonométrica

Las funciones periédicas son una clase de funciones muy importantes sobre todo en el campo de las
aplicaciones. Una funcién f(t) se dice periddica de periodo T si

fl+71)=f(), —-oc0o<t< 0.

Asi que tiene mucho interés interpolarlas. Las funciones periddicas més conocidas son las trigonométricas,
cuyo periodo habitual es

r=2m, [(0+2) = f(6), V.
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Ademss, sin pérdida de generalidad, podremos suponer siempre que el periodo es 27, pues en caso de
que no lo sea basta con hacer un reescalamiento de la variable independiente.

Para interpolar funciones periddicas se usan sobre todo los llamados polinomios trigonométricos de
grado n:

n
Pa(0) = a0+ Y a;cos(j6) + b sin(j6). (4.1)
j=1
Obsérvese que estos polinomios tienen 2n 4+ 1 coeficientes. Por tanto, el problema de interpolacion
trigonométrico consiste en buscar un polinomio trigonométrico de la forma (4.1) que interpole a una
funcién f(0) periddica de periodo 27 en 2n + 1 nodos distintos en [0, 27), es decir,

pn(0k) = f(0k), k=0,2,...,2n, 0<by<b <<, <2 (4.2)

En principio, se puede abordar directamente este problema como se hizo con la interpolacién de Lagrange
(se propone como ejercicio). Pero a la hora de la computacién se vuelve un poco engorroso, asi que se
suele utilizar la siguiente formulacién alternativa.

Aplicando la férmula de Euler para niimeros complejos

ef — cosf +isinf, 1= \/jl, (4'3)
se tiene 0 0 0 0
e 4 et e’ —e™"
f=—"" | inf=———
cos 5 sin 5

Llevando esto a (4.1) obtenemos
pa(0) = > ;e (4.4)
j=—n

donde
aj + ibj . aj — ibj

2 )
obtenemos directamente los coeficientes del polinomio trigonométrico

Cpo = aop, C_; =

Por tanto, si calculamos los {c; }
buscado.

Para solventar el problema de los indices negativos basta observar que multiplicando p,,(6) por ™
obtenemos

n
Jj=—n)

0

Para calcular estos d; se hace un pequenio "viaje” al campo complejo. Asf generalizamos (4.4) mediante
el polinomio complejo

2n
Qon(2) =Y d;27, (4.5)
7=0

de tal forma que cuando z = €* (o sea, cuando estd sobre la circunferencia unidad)

Q2n (eie) = G2n (9) :

Denotando '
2 =e% k=0,1,...,2n,

resulta que el problema de interpolacién trigonométrica (4.2) se transforma en encontrar los d; que hagan
que se verifique
an(zk) = Z;?f(ek), k=0,1,...,2n, (4.6)

es decir, en buscar un polinomio (en el campo complejo) de grado < 2n que en 2n + 1 nodos distintos
{21}, pase por las 2n + 1 ordenadas {z{ f(60), 27 f(61), ..., 2%, f(62n)}.

El teorema de existencia y unicidad (Teorema 1.1) nos afirma que existe y es tinico, con lo que tenemos
resuelto el problema, es decir, existe un tunico polinomio trigonométrico p,(0) de la forma (4.1) interpola
a la funcion periddica f(0) en los 2n + 1 nodos distintos (4.2).
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4.1 Interpolacion trigonométrica con nodos igualmente espaciados

Ya hemos visto que existe el polinomio trigonométrico interpolador (4.1). Vamos a ver ahora una
forma préactica de computarlo en el caso de que los nodos estén igualmente espaciados en el intervalo
[0,27), que es el caso més usado en la practica. Mds precisamente, en el caso

27
O, =k —— i =0,1,...,2n. 4.7
k 2n + 17 .7 ) ) ) n ( )
Necesitamos ver la siguiente propiedad previamente.
Proposicion 4.1 Para cualquier entero | se tiene
2n .
; n+1, sie? =1
il0,, __ ) )
Z ¢ o { 0, sief £ 1 (4.8)
m=0

A partir de aqui se obtienen los coeficientes del polinomio trigonométrico interpolador (4.1)-(4.2) de
la siguiente manera:

Proposicién 4.2 Los coeficientes c; de (4.4) vienen dados por

2n
_ 1 —ij0% .
CJ—QHHkZ:;e fOr), j=-n,-—n+1,...,n (4.9)

Los coeficientes aj,b; del polinomio trigonométrico interpolador (4.1)-(4.2) se calculan directamente como
ag =co, aj=2Rec;=c;+c_j, bj =2Imc; = —i(c; — c—j), i=12,...,n.

Observacién: El conjunto de los coeficientes {c;}7__, dados por (4.9) se llama la transformada discreta

de Fourier, pues estan muy relacionados con los coeficientes de la serie de Fourier de f(6):

d)(t): i (57,6int

n=—oo

2m
! / e f0)dh, —oo << oo,
0

o= —
! 2w

El estudio del error de interpolacién de los polinomios interpolatorios trigonométricos es bastante
complicado. Vamos a ver unos cuantos resultados importantes, de los que extraeremos sobre todo las
ideas que nos aportan, mas que de los resultados propiamente dichos.

Para poderlos entender de forma clara tenemos que introducir cierta notacion:

I, 0,2x) = {Pn () polinomios trigonométricos de grado < n de la forma (4.1)}

Cuando f(f) es una funcién periédica de periodo 27 y p(0) € II,, [9,2x), la distancia entre f y p se mide
con la norma infinito, que en este caso resulta

| £ = lle= max | £(8) ~ p(6)] = max |£(6) - p(6)

pues para todo x € IR — [0, 27) se tiene que x = 0 4+ 2k7 para cierto 0 € [0,27) y cierto k € Z y, por la
periodicidad de f y p:

|f(x) = p(2)| = | f(6 + 2km) — p(0 + 2km)| = [ f(0) — p(6)].
Ademds, se define el error minimaz de f en Il o 2-) como

pulh) = _inf [ f=pl (4.10)
p )

€1l 10,27
es decir, la menor distancia de f a cualquier polinomio trigonométrico de Il |9 or)-

Observaciones:
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e Nétese que en la definicién de p,,(f) aparece el infimo, no el méximo, pues ese valor no tiene porqué
alcanzarse para ningtn p € IL,, (g 27)-

e Estas definiciones funcionan exactamente igual si f es periédica con periodo T' de tal manera que
2m = kT para cierto entero k.

A partir de estas definiciones se consiguen los siguientes resultados que nos hablan del error cometido
al interpolar una funcién periédica f mediante polinomios trigonométricos:

Teorema 4.1 Sea f(0) continua y de periodo 2mw. Entonces, el polinomio trigonométrico interpolador
p(0) de f(0) (dado por (4.4)-(4.9)) en 2n + 1 nodos igualmente espaciados (4.7) satisface

1f = pn lloo= max |£(0) = pa(0)] < Cln(n +2) pu(f),  Vn 20,
€[0,27)

donde C' es una constante independiente de n y de f.

No veremos su demostracién.

Por tanto, el error de interpolacién vendrd acotado segin sea el minimax p,(f). Existen muchas
estimaciones tedricas de este error p,(f). La cota més utilizada en la practica es la aportada por D.
Jackson:

Proposicién 4.3 Supongamos que f € CF[0,2n],k > 0, y que ademds f*) () wverifica la condicion
(llamada condicion Holder):

FE(01) = F P (02)] < Cplor — 62, V01,65 € [0, 27]

para cierto 0 < o < 1. Entonces

Cr(f)

pn(f)gnk+a7 TLZl?

donde Ci(f) es una constante independiente de n.

Por ejemplo, si a« =1,k = 0 (el caso més usado), se tiene que si
|f(01) — f(02)] < Crloh — 02, V01,02 € [0,27]

entonces
In(n +2)

= Hf_pn ”OOSKfT7

pn(f) <

o sea, que a medida que aumentamos el grado n la distancia entre f y p, tiende a 0.

Co(f)



