Métodos Analiticos en Estadistica
TEOREMA DE APROXIMACION DE WEIERSTRASS

Teorema 1 (Teorema de aprorimacion de Weierstrass)
Sea [ € Cla,b] y cualquier ¢ > 0. Eziste un polinomio p(z) de tal forma que

|f(z) —p(z)| <€, a<z<b

Previamente a la demostracién hay que definir los llamados operadores mondtonos y probar otro
teorema.
Dado un operador lineal

L : Cla,b] — Cla,b], Lf € Cla,b], Vf € Cla,b],
se dice que es un operador lineal mondtono sii verifica
si f(z) < g(x), Vo € [a,0] = Lf(x) < Lg(x), Yz € [a,b],

lo que denotamos como
f<g9= Lnf<Lng.

Teorema 2 Para cualquier sucesion de operadores lineales mondtonos {L,}5%, en Cla,b] las siguientes
sentencias son equivalentes:

(i) Lof — f (uniformemente) para toda f € C|a,b].

(ii) Lnf — f (uniformemente) para las tres funciones f(x) = 1,z, 2.

(iii) L,1 — 1y (Ln,¢:)(t) — 0 uniformemente para todo t € [a,b], donde ¢¢(x) = (t — x)2.

DEMOSTRACION TEOREMA 2: La implicacién (i) = (i4) es trivial.
Para demostrar que (ii) = (iii) se denota f;(z) = x%, i = 0,1,2. Para cada t € [a, b] arbitrario pero
fijo,
Go(x) = (t —2)® =12 = 2tw + 2 = £ fo(x) — 2t f1(x) + fo(2).

Por tanto,
Lu¢t(x) = t*Ln fo(w) = 2tLn f1(2) + Ln f2(2).

Demostrar que

| Lndt |oo< Co || Linfo — fo lloc +C1 || Lnf1 — fi lloo + || Lnf2 — f2 loo— 0

Sugerencia: evaluar el caso x = t.
Para probar que (ii7) = (i) se coge una funcién arbitraria f € C[a,b], que serd uniformemente
continua, esto es,
Ve>0,30 >0, tal que |z —y| <6 = |f(z) — f(y)] <e.

Denotamos por

[/ lloo

o =2 52

y elegimos un punto t € [a, b] arbitrario pero fijo.
Aplicando la continuidad uniforme demostrar que para todo x € [a, ]

[f(t) = f(2)] < e+ agy().

Para expresar esto en forma funcional, definimos fy(x) = 1, y asi tenemos que (recuérdese que t estd fijo)

—efo—agy < f(t)fo— f < efo+ ady,



por lo que podemos aplicar que los operadores L, son monétonos:

_ELnfO —aLp¢y < f(t)LnfO - Lnf < 6Lnfo + al,¢;.

Demostrar a partir de aqui que
|f(t) = (Lnf)(t)] — 0 uniformemente en ¢ € [a, b]

O

DEMOSTRACION TEOREMA 1: Demostrar que podemos suponer sin pérdida de generalidad que estamos
en el intervalo [0, 1].
Para cada f € C[0,1] se define la sucesidn de polinomios de Bernstein { By}, dados por

B0 =3 (1)1 () - o

k=0

Demostrar que esta férmula (1) define una sucesién de operadores lineales monétonos en C[0, 1].
Por tanto, verifica el Teorema 2.
Demostrar que B, f — f para f=1,z,x

Sugerencia: Para f(r) = x? usar que

2 con lo que tendrfamos demostrado el teorema.




