Métodos Analiticos en Estadistica
TEMA 6: APROXIMACION POR MfNIMOS CUADRADOS

1 Aproximacion de funciones

Dada una funcién f € Cla,b], el objetivo de la aproximacién polinémica de funciones es encontrar un
polinomio p de grado n prefijado de tal manera que

[ f=pl<lf—ql,  Vgell,. (1.1)

A dicho polinomio p se le llama mejor aprozimacion de f en II,, respecto a la norma || - ||.

Esto se aplica principalmente para resolver dos tipos de problemas. El primer problema surge cuando
tenemos una funcién f explicitamente pero por su complejidad se desea un tipo de funcién més simple que
dé aproximadamente los mismos resultados. El segundo tipo de problemas aparece en muchas aplicaciones
experimentales cuando obtenemos un conjunto de datos dados y buscamos una funcién que se ajuste lo
mejor posible a dichos datos.

Por ejemplo, en un experimento obtenemos los siguientes datos de un proceso

ot Y
1 2 2

2 4 11
3 6 28
4 8 40

En principio podriamos pensar en utilizar la interpolacién polinémica, obteniendo un polinomio de grado
3 que pasaria exactamente por dichos puntos. Pero si los representamos obtenemos
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lo que nos indica que es razonable suponer que los datos realmente representan una recta y que aparecen
unas pequenas oscilaciones debidas a los errores intrinsecos a todas las mediciones experimentales. El
intentar interpolar lo que estarfamos haciendo seria introducir unas oscilaciones en la funcién observada
que en realidad no tiene.

Lo que hace la teorfa de aproximacién es buscar la mejor recta (p € II;) que refleje el comportamiento
de la funcién aproximada, lo que mateméaticamente quiere decir que la distancia entre la recta buscada y
los datos sea la menor posible, o, lo que es lo mismo, su norma. Esto es lo que significa la ecuacién (1.1).

La aproximacién de minimos cuadrados que veremos nos dird que esta recta es y = 6.55x — 12.5,
representandose como
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lo que nos dard una visiéon probablemente maés realista que si usamos interpolacién. Ademaés, el polinomio
aproximante es mas simple y menos costoso computacionalmente que el interpolatorio.

A partir de esta idea se construye la teoria general de la aproximacion numeérica, que generaliza al
caso de que queramos aproximar con un polinomio de grado prefijado n.

Dependiendo de la norma que usemos para medir las distancias en el espacio de las funciones continuas
Cla, b] se tendran varios tipos de aproximacién:

e Aproximacion polinémica uniforme: la norma es la norma infinito o del maximo:

[ f o= max [f(x)|.
z€la,b]
e Aproximacion por minimos cuadrados: la norma elegida es la norma 2, respecto a una funcidén peso

w(z) >0
b 1/2
- ( / F@yu(z) dw> 7

que es la mas utilizada en la practica. Tiene la gran ventaja de que es una norma que proviene de
un producto escalar:

I/

b
| Fllow= VT e (o gh = / f(@)g(xyw(z) dz.

Observacion.- El problema de aproximaciéon de hecho es aiin mas general que esto: si tenemos una
funcién real de variable real f y una clase de funciones aproximantes ®, el problema de aproximacién
consiste en buscar un aproximante ¢ € ® de tal manera que

lf=ol<lf-ol, Voeo.

El que se elija de forma natural como clase de aproximantes ® el conjunto de los polinomios de coeficientes
reales II viene motivado por el conocido Teorema de Weierstrass: toda funcién continua f(z) en un
intervalo cerrado [a,b] puede aproximarse uniformemente por polinomios, es decir, para cualquier € > 0
existe un polinomio p(z) para el que

|f(z) —p(z)| <e, a<z<b
Hay otras maneras de elegir el conjunto de aproximantes ®: el conjunto de funciones spline, el conjunto
de polinomios trigonométricos y el conjunto de funciones racionales (cocientes de polinomios) son los més
habituales, pero nosotros sélo nos vamos a centrar en la aproximacién polindmica.

2 Aproximacion por minimos cuadrados

Consideremos el espacio vectorial real de las funciones reales continuas en un intervalo cerrado f € C|a, b).
En dicho espacio definimos el producto interior:

b
(. G = / f@g(@w()de,  f.geCla)

fijada una funcién w(z) llamada funcidn peso que esta definida en [a,b] y que verifica:

o w(z) >0, Vr € [a,b].
b
. / w(z) dr < 00, 0 sea, es integrable en [a, b].

Este producto es un producto interior en Cla,b] pues verifica:

1. (af,9)w = a{f, g)w para cualquier escalar «.



(P.

2. {f,9)w = (9, [luw-
3. <f1 + f27g>w = <flvg>w + <f2,g>w«
4. (f, fYw > 0 para toda f € Cla,b] y {f, f)w =0siysblosi f(x) =0,Vz € [a,b].

Ademés, podemos definir a partir de este producto la norma euclidea o norma asociada al producto
interior:

b
” f ||2,w: V <f7 f>w = \// (f(x))zw(:r)dx

que es una norma en Cfa, b].
Con esto, el problema de aproximacion polindmica por minimos cuadrados se plantea de la siguiente
manera:

A.): Dada una funcion f € Cla,b], encontrar un polinomio p € 1L, de grado n prefijado, de tal manera
que

If=pll2wsIl f = ¢ ll2w,  Vgell, (2.1)

0, lo que es lo mismo, encontrar la mejor aproximacion a [ en II,.

El conocido Teorema de Weierstrass es el primero que nos dice que plantearse este problema (P. A.)
tiene sentido:

Teorema 2.1 (Teorema de aprozimacion de Weierstrass)
Sea [ € Cla,b] y cualquier e > 0. Eziste un polinomio p(z) de tal forma que

|f(z) = p(z)] <€ a<z<D.

Este teorema nos dice que tiene sentido aproximar funciones continuas por polinomios, pero no nos
resuelve el problema de aproximacién (P. A.).

2.1 Existencia y unicidad de la mejor aproximacién

Vamos a ver si el problema (P. A.) este problema tiene solucién.
Dado n fijo, II,, es un espacio vectorial real de dimensién n + 1. Sea

B ={po(z),p1(x),...,pn(x)} (2.2)

una base cualquiera de II, (n + 1 polinomios de II,, linealmente independientes). Si existe, la mejor
aproximacién p € II,, ha de representarse de forma univoca como

p(x) = Zczpz(ﬁf) (2.3)
i=0

Asi que encontrar p € II,, que verifique (2.1) es lo mismo que encontrar de forma tnica los n+1 coeficientes
{e;}_, que hacen que || f — p ||2,» sea minima. Veamos cémo se escribe esta norma en funcién de los
{ei}:

” f_p ”%,w = <f_paf_p>w = <.f7f>w _2<fap>w + <pap>w

b b n b n 2
/ ((2))2w(z) dz — 2 / /(@) (quxx)> w(z) d + / (quxx)> w(z) da

i=0 i=0
=: G(co,C1,.--,Cn)

Vemos que la norma es una funcién G real que depende de n + 1 variables {c;}. Para que esta G alcance
un minimo en un punto (¢, ¢y, . .., ¢y,) tiene que cumplirse



(a) g—f(co,cl,...,cn):Q Vj=0,1,...,n.

J
0%G "
H = <8Ckacj (Co,Cl,. . .,Cn)>

k,j=0

(b) El Hessiano

ha de verificar que det H > 0 y que todos sus menores principales también tienen que ser > 0.

Calculemos estas parciales para j =0,1,...,n:

b b/ n
chj = _2/a f(@)p; (r)w(z) de + 2/(1 (; Cipi($>> pj(z)w(x) dr =0, (2.4)

de donde obtenemos facilmente que se ha de verificar

ci(pi7pj>w = <f7pj>w7 V0 S j S n. (25)

n
=0

De forma clara vemos que esto es un sistema lineal en las {¢;}, que se expresa en forma matricial como

AC =B (2.6)
<p07p0>w <p1ap0>w <pn7p0>w Co <fap0>w
(Po,p1)w  (PLsPw oo (PryP1)w c1 (fsp1)w
= . S . o= o |oB=| 7
<p07pn>w <p17pn>w <pn7pn>w Cn <f>pn>w
Por tanto, la existencia de los {¢;} pasa porque esta matriz de coeficientes A sea regular (det A # 0).
Ademés, estudiando las parciales de segundo orden, derivando respecto ci, k = 0,1,...,n en (2.4) se
tiene
e b
s =2 [ @) dr = 20p1. )
por lo que
H =2A.
Entonces, existird un minimo de G para un punto (cg, ¢y, ..., cp) sii
(i) det A > 0.

(ii) Todos los menores principales de A son > 0.

El &lgebra lineal nos dice que si una matriz es simétrica y definida positiva (27 Az > 0y 27 Az = 0 sii
x = 0), entonces verifica (7) y (7). Como el producto interior (-),, es conmutativo, es claro que A es
simétrica. Veamos si es definida positiva.

Sea cualquier = (x¢,1,...,2,)T. Haciendo una cuenta elemental tenemos
n n n n n
T 2
zA'z = E E kT (Pks Pj)w = ( E TkDk, E TP )w =l E TPk [13,> 0.
k=0 j=0 k=0 §=0 k=0

Por otra parte

n n
rATr =0 — | Zxkpk 13.0=0 < Zxkpk =0.
k=0 k=0
Como B es una base de II,, esto implica directamente que xy = 0, Vk = 0,1,...,n, es decir x = 0. El
reciproco es trivial. Por tanto, A es definida positiva.
En conclusién, lo anterior nos dice que la solucién del sistema lineal (2.6) existe y es tnica y ademds,
en dicho punto, G alcanza el minimo. Es decir, el problema (P. A.) tiene solucién dnica p € II,.



Para calcular esta mejor aproximacién por minimos cuadrados, lo que tenemos que hacer entonces es
calcular una base B de II,,, calcular los elementos de la matriz A y el vector B y resolver el sistema lineal
(2.6).

Abordar este célculo directamente con cualquier base de II,, es casi imposible en la practica, pues
el coste de calcular todos los productos interiores (p;, pr)w, (f, p;j)w €s muy costoso. La idea que surge
naturalmente es elegir la base B de tal forma que este cdlculo sea sencillo. De hecho, se van a construir
un tipo de bases de II,, de forma que los productos (p;, pk)w son conocidos y no hara falta calcularlos:
las bases de polinomios ortogonales.

2.2 Polinomios ortogonales

Se dice que dos funciones f y g de Cfa,b] son ortogonales respecto a la funcidn peso w sii

<fag>w =0.

A partir de esto, se dice que una base {po,p1,...,pn} de I, es ortogonal sii (p;,p;)w = 0, Vi # j. Se
dice que es base ortonormal de I1,, sii

o0, sii#j
<pz,pg>w—6”—{ 1 sl (2.7)

Usando el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt! sobre el conjunto de polinomios II definidos
en [a, b] obtenemos:

Teorema 2.2 Existe una sucesion de polinomios {pn(x)/n > 0} con grado(p,) = n, para todo n y
(P, Pm)w = 0 para todo n #m, n,m >0,

Es mdas, podemos construir esta sucesion con las siguientes propiedades adicionales:

(1) <pn7pn>w =1, Vn
(2) El coeficiente director de p,, es positivo.

Con estas propiedades adicionales, la sucesion de polinomios {p,(x) /n > 0} es dnica.

Esta sucesién de polinomios se llama sucesion de polinomios ortogonales respecto a w(x) en |a, b].

Volviendo al problema de aproximacién por minimos cuadrados, para minimizar la norma || f —p ||2,.
entre todos los polinomios p € II,,, elegimos como la base B en (2.2) una base ortonormal {po,p1,...,pn}
de II,, verificando las propiedades del Teorema 2.2 anterior. Asi el polinomio de aproximacién buscado
se expresa como vimos como (2.3), donde los coeficientes {¢; }7_, son la solucién del sistema lineal (2.6).

La gran ventaja de este tipo de base ortonormal es que en este caso dicho sistema (2.6) resulta

A=1, C =8,
de donde la solucién tdnica es
C; = <f,pi>w, 1 =O,1,...,n. (28)
Por tanto, la mejor aproximacién a f por minimos cuadrados en II,, viene dada por

n

p(@) = S (F.pi)upi(a). (2.9)

i=0

1Ver Anexo



Ademds, volviendo a la construccién de G(cg,c1,...,c,) el valor de la distancia de f a dicha mejor
aproximacién (o, lo que es lo mismo, la distancia de f a II,,), llamada desviacidn minima de la mejor
aproxrimacion, resulta

I =2 B0 =l F 13w =205 (fpdubidw + O pi)wbis Y (FsDi)wpi)w
Wl = 7=0 (2.10)
=Il £ 13,0 = D_({frpdw)* =1l f 130 = 1 P 1130
i=0
0, de otro modo
1/2
I f =2 ll2w= [ £ 130 — I 213077 (2.11)

Observaciones:

1. Para simplificar los cdlculos a menudo no se exige que la base sea ortonormal, sino que sélo se pide
que sea ortogonal, es decir (p;,pj)w = 0 si i # j, pero (p;,pi)w # 1. En estos casos, la matriz de
coeficientes del sistema de la mejor aproximacién (2.6) resulta

A= diag(<p07p0>wv <p17pl>wa ) <pnvpn>w)a

por lo que la solucién es

¢ — \Pidw i=0,1,...,n. (2.12)

<piapi>w ’

2. En el Teorema 2.2 la base que aparece es infinita, pues en el desarrollo no se necesita que n esté
acotado. Es mas, se puede ver facilmente de la construccién de la sucesiéon que una base ortonormal
{po,--+,Pn,Pn+1} de I,,41 es una base ortonormal de II,, ({po,.-.,pn}) Mds un polinomio p, i
unitario adicional que es ortogonal a todos los n anteriores. A partir de aqui, es inmediato ver que
la mejor aproximacion a f en Il,,;1 va a ser

p(n+1)(x) = p(n) (I) =+ <.f7pn+1>wpn+1

(donde p(,) es la mejor aproximacién a f en II,

2.3 Polinomios ortogonales mas usados

Dependiendo de la funcién peso w(x) y el intervalo [a,b] en que estemos aproximando se van a usar
diferentes familias de polinomios ortogonales.

Los mas habituales en las aplicaciones son los siguientes, que usualmente se expresan en una forma
no unitaria, es decir, son ortogonales pero || p; [|2,w7 1:

2.3.1 Polinomios ortogonales de Legendre

Es una sucesién de polinomios ortogonales respecto a la funcién peso

w(x) =1, sobre el intervalo [—1,1].
Se definen como 1
— 2\n —
P, (x) = TR (1-2*"], n>1, Py(z) = 1. (2.13)
Son ortogonales en [—1,1], el grado de P, es n'y P,(1) =1, Vn. Su norma resulta
2
P, Pp)w = )
< ) 2n+1

por lo que la sucesion ortonormal que se usa es




Ademsds, es habitual usarlos también en el caso [a,b] con la misma funcién peso haciendo un cambio de
variables a [—1,1].

Estos polinomios son un caso particular de los llamados polinomzios ortogonales de Jacobi, ortogonales
respecto a la funcién peso

w(z)=(1-2)%(1+ x)’B en el intervalo [—1, 1],
cuya férmula es

(=1~ Cu o . )
W(l—x) (1+x) dein [(1_1,) + (1—|—x)5+ ]

2.3.2 Polinomios ortogonales de Laguerre
Esta sucesion es de polinomios ortogonales respecto la funcién peso
w(z) =e™ 7, en el intervalo [a, b] = [0, 00).

En este caso vienen dados como
1 d"
nle=% dxm

L,(x) = (z"e™®), mn>0.

Se tiene que
| Lo |

2,w— 1, vn.

2.3.3 Polinomios ortogonales de Chebychev

Esta es la clase mas importante de polinomios ortogonales en la teoria de la aproximacién numérica por
muchas razones. La primera es que es la que mejor resultados aporta en la practica. La segunda es que
a partir de ellos se introduce de forma natural la aproximacién trigonométrica, que estard intimamente
relacionada con los desarrollos en serie de Fourier. Finalmente, son un conjunto de polinomios muy
usados también en otros campos del andlisis numérico, como, por ejemplo, la integracion numérica.

Se define la sucesién de polinomios de Chebychev (de primera especie) a la sucesiéon de polinomios
ortogonales respecto a la funcién peso

1
w(z) = i en el intervalo [—1,1],
dados por
T, (x) = cos(n arccos x), n > 0. (2.14)

Aplicando propiedades bésicas trigonométricas es facil ver que resultan

T()(Hj‘) =1

Ti(z) ==

To(z) =22%-1

Ty(x) =4a® —3x
Ty(x) =8z —82%+1

Estudiémoslo con un poco méas de detalle. Veamos que son ortogonales entre si con respecto a la
funcién peso dada:

@ T = [ T@Tie) 2.

Haciendo el cambio de variable § = arccosz, df = —1/v/1 — z? se tiene:

0
(T, Tie)w = —/ cos(j60) cos(k@) db.



Aplicando la igualdad trigonométrica
1
cosacosb = §(cos(a + b) 4 cos(a — b)),

se llega facilmente a que

0, sij#£k
(Tj, Tiyw = { ™ sij=k=0
%,$j:k>0

Como no son ortonormales, la mejor aproximacién a f € C[—1,1] en II, respecto a la funcién peso

w(z) =1/v1— a2 va a ser

NE

pn(x) = e Ty ()
k=0
donde )
<f7 T0>u) 1 / dz
CO= 777 — — &€ ’
0 (To, To)w 71f( )\/1—x2
<fa Tk‘ /

)Tk ( =1,2,...,n.
Cr = <Tk,Tk f k 1—332’ k ) &y , N

Observacion: También existen los polinomios ortogonales de Chebyshev de sequnda especie, que son
ortogonales respecto la funcién peso w(z) = /1 — 22 en [—1,1] y que vienen dados por

sin((n + 1) arccos x)
V1 —a?

No se suelen estudiar pues no tienen mucha aplicacién practica.

Un(z) =

2.4 Mas sobre polinomios ortogonales

La sucesion de polinomios ortogonales dada por el Teorema 2.2 no sélo tiene aplicacion en la aproximacién
numérica. Como veremos también jugaran un importante papel en la integracién numérica, aparte de
otros campos del andlisis numérico.

Veamos algunas propiedades mas de estos polinomios.

Si {on(z)/n > 0} es una familia de polinomios ortogonales en [a,b] con funcién peso w(z) y con
grado(p,) = n, n > 0, se tienen las siguientes propiedades:

1. Cualquier polinomio p de grado m se puede expresar de forma unica como

- Z dn‘pn(‘r% S [a7b]a
n=0

donde
d, = M , 0<n<m.
<80n7 <)07L> w
2. Si p es un polinomio de grado < m — 1 entonces
<p7 me>w = O,

o0 sea, ©,, es ortogonal a p.

3. El polinomio ¢,, tiene exactamente n raices reales distintas (y por tanto simples) en el intervalo
abierto (a,b).



4. Satisfacen una ley de recurrencia a tres términos. Esto es, si

Ap
@n(x) = Anl,n + annil + - ) an = A+17 Yn = <§0n7 §0n>w > 0,
se tiene
Son—i-l(x) = (anx + bn)@n(x) - Cn@n—l(x)
con
b —a Bt . & _ Apy1An_1  n
" " An+1 An ’ " A% Yn—1 '

(No veremos la demostracién por ahora).
Las leyes a recurrencia a tres términos son muy ttiles a la hora de computar estos polinomios. En los
casos de polinomios ortogonales mas habituales tenemos:

1. Los polinomios de Legendre: Su férmula de recurrencia a tres términos resulta

2n+1 n
Prnlo) =23y o) =00y

P,_1(z), n>1, Py(z) =1, Pi(z) = x.

2. Los polinomios de Laguerre: En este caso, la relaciéon de recurrencia a tres términos es:

n
n+1

Loia(2) = %(Zn 1= @) () —

1 Lo_1(x), n>1, Lo(x) =1, Li(z) =1—x.

3. Los polinomios de Chebyshev de primera especie: Para estos, la relacién de recurrencia a
tres términos es:

Tht1(z) = 22Ty (x) — Tro1(x), n>1, To(z) =1, Ty (z) = x.

3 Convergencia de la mejor aproximacion

Ya hemos visto que el problema (P. A.) tiene solucién tnica. Modificando un poco la notacién para que
quede patente la dependencia de n, esto quiere decir que para cada n existe un unico p, € II, de tal
forma que

” f — DPn ||2,w§” f —Qn ||2,w7 VQn e Il,,
o, lo que es lo mismo, p,, es lo méds ”cerca” (en norma 2) que se puede estar de f en II,. Pero como
nosotros lo que queremos es aproximar f, la pregunta inmediata es ;p, se aproxima a f realmente?, ;esta
lo suficientemente cerca? jlimy, oo pn = f7
La respuesta a esta pregunta es que depende de qué entendemos por este limite, es decir, en qué
norma lo estemos calculando.

3.1 Convergencia en norma 2

El primer resultado es que si que hay convergencia en norma 2 (con peso w(z)):
Teorema 3.1 Si [a,b] es finito, f € Cla,b], se tiene

lim || f = pn 2.0 0.
n—oo

Este teorema aporta una interesante propiedad de los coeficientes de la mejor aproximacién.

Teorema 3.2 Si f € Cla,b], y {¢0,¢1,---+¢n,--.} €s la base ortonormal dada en el Teorema 2.2
respecto a la funcién peso w(x), se tiene



10

1. Desigualdad de Bessel:

n

Jj=0

o (3.1)

2. Igualdad de Parseval:

1/2

2w= | D (freie ] - (3.2)
)=0

J

I/

Observacion: De este teorema se deduce que la serie de términos positivos

o0

> (fe)2

j=0
es convergente, lo que implica que sus términos deben tender a 0 a medida que j aumenta:
hm <fa @j)w = 07
J—00

es decir, que los coeficientes c; de la mejor aproximacién por minimos cuadrados convergen a 0.

3.2 Convergencia uniforme
A la hora de tomar en la prictica el valor de la mejor aproximacién en minimos cuadrados p,(z) como
aproximante de f(x), se intenta demostrar una convergencia més fuerte, con la norma infinito

|| f —Pn ||oo: zlél[%ﬁ] |f(l‘) _pn(x)|'

Para ello ya hay que exigir buenas condiciones de derivabilidad a la funcién f. Ademds, ya es mads
dificil encontrar resultados generales que se verifiquen para cualquier sucesién de polinomios ortogonales.
Veremos sélo los casos de los polinomios de Legendre y de los de Chebychev.

Teorema 3.3 Considérese la base de polinomios ortogonales de Legendre {P;(x)}, dados en (2.13), en
[—1,1] respecto a la funcidn peso w(x) = 1, y la mejor aproximacion por minimos cuadrados de grado n:

pn(it) = E:CZ_Pl(:L')7 = <<I.]:7§;>>w
1=0 iy Li/w

Si f e C?—1,1] ye >0, eviste N > 1 tal que ¥n > N:

€
|| f—pn ”ooS %

Por tanto,
lm || f—pnllec=0
n—oo

y ademds converge con una velocidad mayor que la de 1//n.

Los polinomios de Chebychev mejoran esta velocidad de convergencia.

Teorema 3.4 Considérese la base de polinomios ortogonales de Chebychev {T;(x)}, dados en (2.14), en
[—1,1] respecto a la funcién peso w(x) = 1/v/1 — 2, y la mejor aprozimacidn por minimos cuadrados de
grado n:

* . * * <f7 T’L>w
pn(z) = E c;Ti(z), Ci = Ty
i=0 <T’iaTi>w
Si f € C?[—1,1] conr > 1, se tiene que

T || £~} = 0.
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Concluyendo, pi converge uniformemente a f siempre que f sea al menos C?[—1,1]. Hay un resultado
més complejo de demostrar que rebaja la restriccién a que f sea al menos C1[—1,1] y que nos dice,
ademds, que se aumenta la velocidad de convergencia cuanto més suave sea f:

Teorema 3.5 Considérese la base de polinomios ortogonales de Chebychev {T;(x)} y la mejor aproxi-
macion por minimos cuadrados p, de grado n dada en el teorema anterior. Si f € C"[—1,1] conr > 1,

se tiene que
Blnn

nT

I f = pn lloo< n>2

donde B es una constante que depende de f y de r.
Observaciones:

e Considerando la definicién de las series funcionales reales, la convergencia uniforme lo que nos da
es la convergencia uniforme de las series

n—oo

o0
chpk = lim p, = f
k=0

en el caso de Legendre y

o]
St = S
k=0

en el caso de Chebychev.

e Si se quiere rebajar la condicién de derivabilidad de la funcién f ya se pasa a conseguir resultados
sblo sobre la convergencia puntual de la sucesién de aproximantes por minimos cuadrados. Esta
cuestion es mejor dejarla para cursos mas especializados que el que nos ocupa.

4 Aproximacion trigonométrica

Como ya vimos en el anterior tema sobre la interpolacién, las funciones peridédicas aparecen en muchas
aplicaciones. Vimos también que podiamos trabajar sin pérdida de generalidad s6lo con las funciones
periodicas de periodo 27:

f@+2m) = f(0), —oo<b< o0,

como es el caso de las funciones trigonométricas. Denotemos
Cy, := {funciones reales periédicas de periodo 27}.

Para aproximar este tipo de funciones en lugar de utilizar polinomios ordinarios, pues nunca podran
imitar el comportamiento periédico, usaremos la misma clase de funciones que usamos en la interpolacién:
la clase de polinomios trigonométricos de grado n:

pr(0) = ap + Zaj cos(j60) + b, sin(j0). (4.1)

j=1
Para facilitar el desarrollo posterior, denotemos también
7T, = {pn(0) polinomios trigonométricos de grado < n},

7 = {polinomios trigonométricos}
En el espacio de funciones Cy, consideremos el producto interior con funcién peso w(f) = 1 dado por

2w

(f.9)= f(6)g(6) db.

0
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Entonces cabe plantearse el problema de encontrar la mejor aproximacion a una funcion f € Cop
dentro del conjunto de polinomios trigonométricos de grado n, T,, respecto a la norma euclidea asociada
al producto interior:

27
I £ 5= (f, ) = i F(6)2 do.

En este caso se realiza un desarrollo andlogo al deducido en el caso de los polinomios ordinarios con
la ventaja de que ya partimos de una base especial de 7

B ={1,cosf,sinf,cos 20,sin 20, ..., cosnb,sinnd,...}. (4.2)

Esta base es especial porque es ortogonal pues (en el Anexo incluimos las igualdades trigonométricas
que se usan):

2m Oa Slk%]
/ coskfcosjfdd =< 2w, sik=35=0
0 m, sik=37>0

27 . .
/ sin k@ sin j6 df = 0, o k7 J (4.3)
0 m, sik=35>0

2T
/ sin k6 cos j0 df = 0, Vk,j > 0.
0

Y, por tanto, la mejor aproximacién trigonométrica por minimos cuadrados va a ser

pr(0) = ap + Zaj cos(j60) + b, sin(j0). (4.4)
j=1
donde (o) L e
a[):ﬁ:%/o f(0)de,
. 2T
ajzmzl F(0)cosjdd, j=1,....n (4.5)

(cosjh,cosjby 7w [y

(f,sin j6) I o .
bj = 77—t =— #) sin 560 d6, =1,...,n
7 (sinj0,sinj0) 7w /)y f(0)sinj J
Es decir, los coeficientes de la mejor aproximacién son exactamente los coeficientes del desarrollo en serie
de Fourier? de la funcion f. O, lo que es lo mismo, la mejor aproximacion es la suma parcial n—ésima

de la serie de Fourier de f.

Esta mejor aproximacién va a converger puntualmente a f(6) a medida que n aumenta:

Teorema 4.1 Si f es una funcidn continua en [0,27] y diferenciable en 6, entonces,

lim p, (6) = ().

n—oo

Observacion: Realmente, en el caso general de la aproximacién polinémica por minimos cuadrados a
una funcién f € Cl[a,b], donde se obtiene la mejor aproximacién (2.9) con los coeficientes dados por
(2.8) en la literatura se suele llamar a dichos ¢, coeficientes de Fourier de f en [a,b] respecto a la base
ortonormal dada.

Asi el estudio del desarrollo en serie de Fourier de una funcién pasa por construir un sistema ortonormal
de funciones y calcular la mejor aproximacién a f respecto a dicho sistema ortonormal.

2Ver Anexo
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5 Aproximacién discreta por minimos cuadrados

Hasta ahora hemos aproximado funciones dadas de forma analitica y la hemos aproximado por polinomios
también dados analiticamente. Pero lo mas habitual en la préactica es que sélo se conozca un conjunto de
valores de una funcién (nube de puntos) sin saber exactamente cudl es su expresién analitica. Asi que lo
que se va a buscar es un polinomio que sustituya a dicha funcién desconocida mediante la minimizacién
del error cuadrético, pero sélo en los puntos conocidos. Esto tiene mucha aplicacién en Estadistica, en los
llamados métodos de regresion lineal, que son un caso particular de la aproximacion discreta por minimos
cuadrados que vamos a ver.

Tgual que en el caso general, el problema de aproximacién discreta por minimos cuadrados de una
funcién f consistird en encontrar el polinomio p,, de un grado prefijado n, que esté mas ”cerca” de f,
0, lo que es lo mismo, que minimice la ”distancia cuadratica” al conjunto de puntos de f conocidos. La
diferencia es que la ”distancia” en norma 2 que hemos visto hasta ahora necesita tener informacion de la
funcién f en todo un intervalo, y ahora sélo tenemos la informacién en un conjunto de puntos discreto.

Para usar sélo la informacion discreta que tenemos, vamos a definir una nueva distancia cuadratica
discreta.

Dado un conjunto de puntos {z;}™; C [a,b] y una funcién peso w(z) en [a,b] (de la que conocemos
los valores w(x;) > 0, Vi), definimos el pseudo producto interior discreto:

m

(f,90w = f(@i)g(zi)w(z:),  f.g € Cla,b].

i=1

Lo llamamos pseudo producto interior, pues no verifica la condicién de los productos interiores de que
(f, Hw=0sil f=0.

A partir de este pseudo producto definimos la seminorma en C|a,b] como

1/2
H f ||2 w— 7 1/2 <Zf I'1 I'L ) .

Este funcional verifica las condiciones de que || af |l20= || || f ll2,w, Yo € IR y la desigualdad
triangular, pero no la condicién de que || f ||2,w= 0 sii f = 0, por lo que no es una norma propiamente
dicha. Pero || f — ¢ ||2,» s que mide la distancia cuadrética entre f y g sobre los puntos z;, que es lo que
nos interesa.

Asi que el problema de aproximacién polindmica discreta por minimos cuadrados ahora se plantea de
la forma siguiente:

Dada una funcién f € Cla,b] y un n > m prefijado, encontrar un polinomio p € I, de tal forma que

H f -p HQ,wS” f —q ||2,wa Vq €11, (51)

De manera andloga al caso continuo, se considera una base de Il,, {po,p1,...,Pn}, ¥y se busca el
polinomio p de la forma
n
2) =Y cjp;()
j=0

que verifique (5.1), es decir, que minimice G(cg,c1,...,¢n) =|| f — D ||2.w. Siguiendo el mismo razo-
namiento que en el caso continuo, se llega a que esto es equivalente a que la matriz de coeficientes del
sistema lineal

AC =B (5.2)
(Po,Po)w (P1,P0)w - (DnyDO)w co (f,po)w
. <p07pl>w <plapl>w <pn»pl>w O = Cc1 B— <fap1>w

(B0 pade (D1 Pudw -ee (DusDa)u e UF P



14

sea definida positiva (es simétrica siempre), con la inica diferencia de que ahora (-),, representa al pseudo
producto interior. Es decir, tenemos que ver que c¢” Ac > 0, Ve y que ¢! Ac = 0sii ¢ = 0. Para ello, elegimos

cualquier vector ¢ = (cg,¢1,...,¢,) v desarrollamos el producto:
n n n n m
TAe =" enci(prpidw = > cxci ¥ pr(wi)pj(a:)w(z;)

k=0 j=0 k=0 j=0 i=1

m n n m n n

= Z Z chcjpk(xi)]?j(wi) w(z;) = Z < CkPk(%‘)) chpj(ivi) w(x;)

i=1 | k=04=0 i=1 \k=0 §j=0

m

_ qlzi)?w(z;) >0

donde ¢(z) es el polinomio de II,, dado por ¢(z) = Z?:o ¢;p;(x). Ademas, del mismo desarrollo anterior,
cT'Ac = 0 sii
q(z:)w(z;) =0, Vi=1,...,m,

o0, lo que es equivalente desde que w(z;) > 0, Vi que
q(z;) =0,Vi=1,...,m.

Por tanto, ¢ es un polinomio de grado < n con m > n raices distintas entre si. Esto es imposible salvo
que sea el polinomio nulo ¢ = 0, o, lo que es lo mismo, que ¢ = 0.

En conclusién, la matriz A es simétrica y definida positiva, por lo que el sistema (5.2) tendrd solucién
Unica y ademads, es facil de computar numéricamente, obteniendo de forma univoca la mejor aproximacién
discreta a f en II,, por minimos cuadrados.

En este caso, se resuelve numéricamente el sistema (5.2) sin tener que echar mano de los polinomios
ortogonales, pues el cdlculo de los coeficientes de A y de b es mucho més simple.

6 Anexo
e Proceso de ortonormalizacién de Gram—Schmidt: Dada una base {v1, v, ...,v,} cualquiera
de un espacio vectorial V' de dimensién n (con un producto interior definido (-, -}), se puede construir
una base {u1,us,...,u,} de V ortonormal, esto es,

<Ui,Uj> = 61']'-

Para ello, se define primero el vector unitario
U1

U = ———.
[l v1 2

Para calcular el segundo vector de la nueva base se define previamente
vy = vy — (v, u1)uy,
que es no nulo (si lo fuera v; y vy serfan linealmente dependientes) y ortogonal a u; pues
(v, ur) = (va,u1) = (va, w1 [| w1 [I3= 0.
A partir de éste definimos el segundo vector de la base ortonormal como
_ v
REYS

U2

Para calcular el tercero, consideramos el vector

’Ué = V3 — <v3,u1>u1 - <v3,u2>u2,
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que vuelve a ser no nulo por la independencia de los v; y tal que
<Uévu1> = <v37u1> - <U37u1> H U1 H% —<v37u2><u2,u1> =0,

(vh,u2) = (v3, uz) — (vs, ur)(ur, uz) — (vs, uz) || ua [|3=0,

por lo que tomamos como tercer vector de la base ortonormal a

!
U3
ug = —>——.
| vg [l2
Por induccién se define el vector )
_
V= v = (o, ui)us,
i=1
que es no nulo pues v, no depende de {uy,us,...,ur—1} y ortogonal a dichos uy,uz,...,ur—1 ya
que para j =0,1,...,r—1:
r—1
() = (Ur, 1) = > (vr, wi) (i, 15) = (v, 1) = (v, u5) = 0.
i=1

Y finalmente se toma como r—ésimo vector de la base ortonormal a

/
UT‘

Up = 7.
B AP

Igualdades trigonométricas necesarias para demostrar (4.3):

cos a cos 3 = %(cos(a — ) + cos(a + f)),
sinasin 8 = %(cos(a — ) — cos(a + B)),
sinacos § = %(sin(a — B) +sin(a + 0)).

Desarrollo en serie de Fourier: La idea original propuesta por Fourier (1807) fue que una
funcién "arbitraria” se puede expresar como combinacién lineal de senos y cosenos. Esta idea es
muy importante cuando estudiamos sobre todo funciones periédicas (movimiento ondulatorio, por
ejemplo).

La clase de funciones que usa son funciones f € L?(I) donde I C IR es un intervalo, es decir,
funciones complejas medibles en I y con cuadrado | f|? integrable (mediante la integral de Lebesgue).
En dicho espacio se define el producto interior

(f.9) = /I f(2)g(a) dx,

y la norma 2 asociada || f |l2= ({f, f))}/%.

Se dan dos variantes: real y compleja.

1. Desarrollo en serie de Fourier real: I = [0, 27]:

e}
f(z) ~ % + nZ::lan cosnx + by, sinnz,
1 2m 1

2m
ap = — f(t) cosntdt, by, = 7/ f(t)sinntdt.
T Jo ™ Jo
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2. Desarrollo en serie de Fourier complejo: I = [0, 27], f toma valores complejos:

e
f(x) ~ cheznm’
n=0

1 2

= — t)e "t dt.
n =5 ; f(t)e

Obsérvese que se expresa con el simbolo ~ en lugar del igual pues el estudio de la convergencia de
la serie es muy complicado.

La teoria de Fourier demuestra que si f es continua en [0, 27] y periédica de periodo 27 y {s,} es
la sucesion de sumas parciales de la serie de Fourier de f, es decir,

n
sn(x) = % + Z ay cos kx + by, sin kx,
k=1
entonces )
lim |sn () — f(x)]* dx =0,

n—oo 0

0, lo que es lo mismo, hay convergencia en norma 2 || - ||2.



