Métodos Analiticos en Estadistica
TEMA 7: INTEGRACION NUMERICA

1 Integracién numérica

Queremos aproximar numéricamente integrales definidas de la forma

1(f) = / f(@yu(z) dz, (1.1)

donde w(z) es una funcién peso en [a,b] (ver tema anterior).
Para abordar este problema primero estudiemos el significado matemaético de la integral.
Consideremos la integral definida

b
I= / f(z)dx.
a
Dada una particién cualquiera de un intervalo [a, b]:
P={zxp=a<z <z9< -+ <z =0},
se definen parai=1,...,n

m; =inf{f(z) : zim1 <z <z}, M;=sup{f(z): ;01 <z <z},

L(f,P)= Z m;(x; —x;—1) (sumas inferiores de Riemann),
i=1

n
U(f,P)= Z M;(z; — x;—1) (sumas superiores de Riemann).
i=1

Entonces, f es integrable sii
sup{L(f, P)| P es particién de [a,b]} = inf{U(f,P)|P es particién de [a,b]} = I.
Si consideramos funciones f € Cf[a, b], sabemos que existirdn &, n; € [z;—1, z;] tal que
f(&) =mi,  f(m) =M.

Por tanto, se puede considerar como una primera aproximacion a I a la n—ésima suma de Riemann:

n

Sn =Y flei)a; —aj1) =1,

Jj=1

para ciertos valores ¢; € [zj_1,x;].
Segtn se elijan estos puntos ¢; se pueden conseguir distintos métodos elementales. El mas simple es
la regla del rectangulo:

Se toma una particién equiespaciada
zj=a+jh, h=(b—-a)/n, j=0,1,...,n
pudiéndose elegir los ¢; de dos formas:

1. Con el extremo izquierdo: ¢; = x;_1, j =1,2,...,n:

n

Sn = flj-1)h.
j=1



2. Con el extremo derecho: ¢; =z, 7 =1,2,...,n:

Por tanto, es natural definir como aproximantes a la integral (1.1) sumas de la forma:

I.(f) = ZAjf(m n>1. (1.2)

Una férmula de este tipo (1.2) se llama férmula de cuadratura.
Los coeficientes A; se denominan pesos y los valores x; se llaman nodos de la formula de cuadratura.

Para simplificar la notacién, se suele sobreentender la dependencia de n de estos valores, es decir,
Aj = A, j =, Sblo lo especificaremos cuando haya posibilidad de confusiéon. Ademds, se suelen
elegir los nodos z; € [a, b], pero no siempre.

Nos vamos a centrar en las llamadas férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio, entre las cuales se
pueden distinguir dos grupos principales de métodos:

1. Férmulas de Newton—Cotes.

2. Férmulas de Gauss.

2 Error de integracion
Una cuestion fundamental a la hora de buscar férmulas de cuadratura es calcular su error de integracion:
En(f) =1(f) = In(f)- (2.1)
Una medida muy ttil de este error es el llamado grado de precision de la férmula de cuadratura:

Definicién 2.1 Una férmula de cuadratura (1.2) que aproxima a (1.1) tiene grado de precision m (GP=
m) si

1. I,(z%) = I(2%), para todo k =0,1,...,m y
2. Ly (x™Fh) £ I(z™+L).

Es decir, una férmula de cuadratura con GP=m integra exactamente a todos los polinomios de grado
< m, pero no a los de grado m + 1.
A partir de este GP se obtiene una buena expresién del error F,,(f):

Teorema 2.1 Si (1.2) tiene GP=m y f tiene derivada continua hasta orden m + 1 se tiene

d
E%(f)==@%{kiﬁ¥l £ ()G () dis, (2.2)

donde
Gn,m(s) = (m + 1) (I((I - S)T) - In((x - S)T)) s

con
m_ | 0, r<s
oot ={ f_ g 25 (23)

y [c,d] es el menor intervalo que contiene a [a,b] y a todos los nodos x;.

Asi que la intencién sera buscar férmulas de cuadratura con GPs altos.



3 Formulas de cuadratura de tipo interpolatorio

Volviendo a nuestro problema de aproximar la integral I(f) dada en (1.1), elegimos n nodos distintos
entre si
T < To << Ty (3.1)

y consideramos el polinomio de interpolacion P,_; de grado < n — 1 que interpola a f en dichos nodos,
es decir, P,_1(x;) = f(z;), j =1,...,n. Entonces, las férmulas de tipo interpolatorio consideran como
una aproximacion a (1.1) el valor

b
In(f):/ P,_1(z)w(z) dx. (3.2)

Usando la expresién de Lagrange de P, tenemos

n

Pooi(e) = Y 1(2) ()

j=1
donde los polinomios fundamentales de Lagrange [;(z) de grado n — 1 vienen dados por

zj(x):m, j=1,2,...,n, (3.3)

denotando wy, (z) como el polinomio nodal
wp(r) = (x —x1)(® —x2) -+ (T — Tp)- (3.4)

Llevando esto a (3.2) se obtiene la férmula de cuadratura
n b
L) =3 Af), A= / L(@)w(e)de, 1<j<n. (3.5)
Jj=1 @

Obsérvese que los pesos A; sélo dependeran de los nodos de interpolacién y no de f. Dependiendo de la
eleccién de los nodos tendremos unos métodos u otros.
Estas férmulas tienen la ventaja de que nos caracterizan un GP minimo:

Teorema 3.1 Dada cualquier formula de cuadratura (1.2) de n nodos distintos entre si (3.1) que apro-
zima a la integral (1.1), se tiene que su GP es > n — 1 sii es de tipo interpolatorio, es decir, es de la
forma (8.5).

Obsérvese que esto nos dice que desde que queramos GP alto, los pesos van a estar univocamente
determinados en funcién de los nodos. Lo tnico que podremos variar es la eleccion de los nodos, que sera
lo que diferenciard un método de tipo interpolatorio de otro. Principalmente, hay dos formas de elegirlos
en la practica:

1. Tomando nodos igualmente espaciados (w(z) = 1): férmulas de Newton—Cotes.

2. Tomando los nodos para que se alcance el GP més alto posible: formulas gaussianas.

4 Foérmulas de Newton—Cotes
En estas férmulas se aproximan integrales con funcién peso w(x) = 1, es decir,
b
10 = [ f@ds (4.1)
En este caso se toman n + 1 nodos equiespaciados

z;=a+jh, j=0,1,...,n, h=




Para simplificar la notacién y hacerla més parecida a la usada en el tema de interpolacién, en esta
seccién vamos a denotar la férmula de cuadratura de estos n + 1 nodos como I,(f) (aunque serfa més
propio denotarla por I,,11(f)). Asi, I,,(f) serd la integral del polinomio P, de interpolacién de f de grado
< n en los n+ 1 nodos (4.2):

b n b
L= [ Pa@yde =Y At A= [ bi)ds, (4.3

donde los I (x) ahora son los polinomios fundamentales de Lagrange en los n + 1 nodos (4.2). El célculo
de estos A; se simplifica haciendo el cambio de variable x = a + th, t € [0,n] en:

b n n
(x — xg)
Aj = / [I —=de=n
o Tj—
) 0
k#j
Desarrollando un poco més esta férmula resulta
(n\ h [T

k=0
K#]

T (t—k)
H —— dt.
P (4 —Fk)
k#j

Observaciones:

e Obsérvese que asi se tienen los pesos de cualquier férmula de Newton—Cotes independientemente
de en qué intervalo [a, b] estemos integrando.

e Simplemente haciendo el cambio de variable ¢ = n — s en la integral de (4.4) se demuestra que
dichos pesos son ”simétricos”, esto es,

An—j:Aja VJZO,L,TI,
Asi vamos a poder ahorrarnos computar la mitad, pues se tiene:

— Sin es impar (nimero par de nodos):

n—1
2

Ln(f) = 3 A3 (flws) + [ (wn-j):

[

— Sin es par (ndmero impar de nodos):

L(f) = > Aj(f(x;) + fwn—j)) + Ay f2g).

Jj=0

e Para estudiar el error y el GP de estas férmulas también se va a tener que diferenciar el caso n par
del n impar.

Teorema 4.1 Error y GP de las formulas de Newton—Cotes:

(a) Paran par (nimero impar de nodos), supongamos que f € C"2[a,b]. Entonces

En(f) = I(f) = In(f) = Cuh™ 2 ")), para cierto n € [a,b], (4.5)
donde . "
C, = <n+2>!/o 12— 1)+ (i — n) dp

Por tanto, su GP=n+ 1.



(b) Para n impar (nimero par de nodos), supongamos que f € C"*1[a,b]. Entonces
En(f) = I(f) = In(f) = Cah™ 2 f "V (), para cierto 1 € [a,b], (4.6)

donde
1

n
C’:i/ —1)---(p—mn)dp.
", p(p=1) - (p—n)dp
Por tanto, su GP=n.
Para ver la demostracion de este teorema, tenemos que recordar ciertas propiedades del polinomio
nodal de nodos equiespaciados que vimos en el tema de interpolacién:

wy(7) = (v —x0)(x —21) - (T —Tp), T =0 +kh, 0<k<nm,

a saber,
wp (zo +th) = (=1)"tw, (zo + (n — t)h), Vt € IR, (4.7)

y si denotamos el punto medio del intervalo [a, b] como

n ny a+b
xT = —h =
M =T+ g 5
se tiene que
|wn(z+ h)| < Jwp ()], 2o <z+h<zM,2F Tk, V. (4.8)

Ademds, si conjugamos esta propiedad con (4.7) resulta inmediato que
lwn ()] < |wp(z+h)|, zm <z <p, T F# 2k, VE. (4.9)

A partir de estas propiedades, se deducen los siguientes lemas previos, denotando:

m@:/z%@ﬁ.
Lema 4.1 Sin es par:
1. Qa) = Q(b) = 0.
2. Qz) >0, Vz € (a,b).

Lema 4.2 Si f € C""2[a,b], se tiene que Yz € [a,b]:

%f[ajo,ml, cos Xy ] = flxo, T, .o Ty, T, ). (4.10)

Ejemplos:
1. n = 1: La regla trapezoidal (N-C de 2 nodos):

b h h3
/ fla)de = S[f(a) + FO)] — 75 7"(©), €€abl, h=b-a, GP=1

2. n = 2: La regla de Simpson (N-C de 3 nodos):

[ 1= [r@ s (“50) +10)] - gr0@. cciwn, n="5% ar=3




3. n=3: Regla de los 3/8 (N-C de 4 nodos):

[ rwrde =L@ s vaso-m+ 1012 100, celon, n="3" op-
4. n =4: N-C de 5 nodos:
/abf(x) do = % [7f(a) +32f(a+ h) + 12f (a;rb) L 324 (b~ h) +TF()| — %f(ﬁ)(f),
celab], h= b;“, GP = 5.

Observaciones:

e De lo anterior se ve claramente que las férmulas con n par (ntmero impar de nodos) le ganan un
grado de precision extra a las formulas con n impar. Por eso entre la regla de Simpson y la de los
3/8 se suele preferir la primera.

e En la practica cada una de estas reglas se usa para construir una férmula compuesta.

4.1 Foérmulas de cuadratura compuestas

Es claro que las férmulas anteriores (en general todas las de tipo interpolatorio) tendrén la limitacién de
que para conseguir buenas aproximaciones en intervalos grandes hay que calcular polinomios de interpo-
lacién de grados altos, lo que ya sabemos que puede darnos problemas en la préactica. Por otra parte,
el célculo de los nodos y de los pesos de las féormulas de cuadratura cuando n es grande es dificil de
computar con una precisién alta.

La forma mds préctica de conseguir férmulas de cuadratura precisas con nodos y pesos simples es la de
usar reglas compuestas, que se obtienen al dividir el intervalo de integracion en subintervalos, normalmente
de la misma longitud, y aplicar en cada subintervalo una férmula de cuadratura de bajo GP.

Asi, dada la integral (4.1) y dados enteros m y n, se definen

7 h=—, (4.11)

y se divide [a, b] en m subintervalos, de la misma longitud H, usando los puntos
Yy =a+jH, i=0,1,...,m. (4.12)

Por tanto,

=S5, L= /y fz)de, 1<j<m. (4.13)

j=1 Yj—1

Ahora en cada subintervalo [y;_1,y;], aplicamos una férmula de Newton-Cotes en los n+ 1 nodos equies-
paciados:

e =y +kh,  k=0,1,....n, (4.14)
obteniendo .
L) =S AP (9)) + BY) A9 — 7 190 d 415
j(f) & f(xk )+ B (f), pa k (v)dz, (4.15)
k=0 Yi—1

donde los l,(cj ) son los polinomios fundamentales de Lagrange en los n + 1 nodos (4.14), y E,(lj)( f)esel
error de interpolacion correspondiente. Ademads, como ya vimos en las férmulas de N—C sencillas, los
pesos A,(j ) se pueden calcular mediante (4.4) independientemente de j. De hecho, podemos poner

AV = hA,,



donde A, ; no depende de j. Llevando todo esto a (4.13) se tiene
=3 A f @)+ D ED) =0 A | 3 F@) | + Bunlf)  (416)
j=1 k=0 j=1 k=0 j=1
donde
m .
n= EP()
j=1
sera el error de la férmula compuesta. Desarrollando todo esto mejor tenemos:

Teorema 4.2 La férmula de cuadratura compuesta (4.16) se computa como

m—1 n—1
j:1 k=1

Ademds, el error resulta, usando la variable C,, dada en el Teorema 4.1:
1. Sin es par, suponiendo que f € C"2[a,b] se tiene

Hn+2
Enn(F) = (b= a)Co g fO2E), £t

Por tanto, su GP =n+ 1.

2. Sin es impar, suponiendo que f € C"[a,b] se tiene

Hn+1
Eninlf) = (b= a)Cn g 0O, €€ lanl]

Por tanto, su GP = n.
Para demostrar este teorema necesitamos ver previamente el siguiente lema:

Lema 4.3 Sig € Cla,b] y a1,aa,...,a, > 0 tales que

n
A= E Olj,
Jj=1

para cualquier conjunto de n puntos & € [a,b], existe £ € [a,b] que verifica

> ang(6) = Ag(€).

Ejemplos:
1. Regla trapezoidal compuesta: en este cason =1, h = H = (b—a)/m, ; = a+ jh,j =
0,1,...,m
m—1
1 1 b— a)h?
15y =n| @+ Y s+ i ] -, cepn
j=1

2. Regla de Simpson compuesta: aqui n = 2, h = H/2 = (b—a)/(2m), z; = a + jh,j =
0,1,...,2m:

m—1 _ 4
I(f)zg +4Zf$231+22f932g + f(b) _(bché)h

j=1 Jj=1

fD9, €€lab]



4.2 Foérmulas de Newton—Cotes abiertas

Las anteriores férmulas (4.3) realmente se suelen llamar férmulas de Newton-Cotes cerradas pues los
extremos del intervalo a y b son nodos de interpolacién.

Existen unas férmulas de Newton—-Cotes que no usan dichos extremos como nodos de interpolacién,
llamadas férmulas de Newton—Cotes abiertas.

De entre estas, la mas usada es a la vez la méas simple: la regla del punto medio, que se basa en
aproximar f por el polinomio de interpolacién en un solo nodo, el punto medio

a+b
2 b

o =

obteniéndose la férmula de cuadratura de GP = 1 dada por

a+b b—a)?
10 =6-af (“50) + 5w nelad (1.17)
Se suele aplicar més en su forma compuesta haciendo la divisién (4.13), definiendo
1 .
xj:a—’_(.?_i)Hv ]:132a"'am7

que son los puntos medios de los intervalos [y;_1,y;| dados en (4.12). Asf se tiene

I(f) = H (f(z1) + fw2) + -+ f(zm) + En(f)

donde el error viene dado por

2(hb—a
Bu(5) =T e celan)

5 Foérmulas gaussianas

Aqui volvemos a estudiar el caso general de aproximar la integral

b
1(f) = / f(@yw(z) de (5.1)

para la funcién peso w(z) > 0.

En la seccién anterior hemos visto que con n nodos igualmente espaciados podemos conseguir GP al
menos n — 1. El planteamiento de las férmulas de Gauss es diferente: jcémo podemos elegir los nodos y
los pesos de una férmula de cuadratura para que tenga el GP mas alto posible?

Claramente este GP éptimo con n nodos ha de ser > n — 1, pues las férmulas de Newton—Cotes ya lo
alcanzan. Asi que por el teorema 3.1 estas férmulas de mayor GP seran también de tipo interpolatorio.

Por tanto, vamos a aproximar (5.1) mediante la férmula de cuadratura en n nodos distintos {z;}?_; C
[a,b] de tipo interpolatorio dada en (3.5)-(3.4)-(3.3):

n b
LD =Y Aif). 4= [ L@ ds 1<i<n,

4 = )

Para calcular el mayor GP lo que buscamos es el mayor entero positivo M tal que

, J=12,...n, wn(x):(xfxl)(zfo)(xfzn)

I(z") = I (2™),

que sabemos que es M > n — 1 por el teorema 3.1. Pero por otra parte tenemos una cota superior del

GP:



Lema 5.1 El GP de una formula de cuadratura de n nodos distintos es siempre menor o igual a 2n — 1.

Ahora veamos que se puede alcanzar el GP= 2n — 1:

Teorema 5.1 Fdrmula de cuadratura de Gauss

Para cada n > 1 existe una unica férmula de cuadratura (3.5) de n nodos distintos con GP = 2n — 1.
Los nodos de esta fdrmula de integracion son los ceros del n—ésimo polinomio ortogonal @, (x) respecto
de w(zx) sobre [a,b]. Si denotamos

b
n A
@)=+ =2 o= [ @),

los pesos de la formula son

Aj=——mIn oo j=1,... 0

B ©n (%‘)‘P?H—l (Ij)

Ademds, si f € C*"[a,b] el error de la férmula es

Ea(f) = 1) = 1(f) = 555 f O ) paran € (@)

5.1 Ejemplos de férmulas gaussianas

e Formulas de Gauss—Legendre: Para las integrales

- [ 11 /(@) da,

o sea, con w(z) = 1 en [—1,1]. Los nodos son los ceros del n—ésimo polinomio ortogonal de Legendre:

SV
ool dam

[(1 - xQ)n} ;o n=>1, PO(:C) =1,

que se calculan numéricamente. Los pesos son

A —2 i =1,2
i = , 1= 1,4,...,N.
(n+ 1) Py (z:) Py (z:)

Tanto los nodos como los pesos estan tabulados y son bien conocidos, incluso para valores grandes
de n.

El error de esta férmula de cuadratura resulta:

92n+1 (n!)4 f(2n) (77)

Elf) = G E @

para cierto n € (—1,1).

Ademds, se puede usar para integrales en otros intervalos finitos [a,b] con la misma funcién peso
w(z) = 1, haciendo el conocido cambio de variable:

/abf(m)dx:b;a/_llf<a+b+2t(b—a)> "
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e Formulas de Gauss—Chebychev: Para aproximar las integrales

1= [ o=

Los nodos son los ceros del n—ésimo polinomio ortogonal de Chebychev de primera especie:
T, (z) = cos(narccosz), n >0,

25 —1
xjcos<]2n 7T), 7=1,2,...,n.

que son

Los pesos en este caso salen todos iguales

Aj:Ia ]:132a' ,n
n
Y el error de integracion resulta
A )
E, =

para n € (—1,1).

6 Convergencia de las férmulas de cuadratura

Para aproximar la integral I(f) para cada n > 1 definimos una férmula de cuadratura I,,(f). La pregunta
que surge de forma natural es

¢ im I (f) = I1(f)?

n—oo

es decir, jel aumento del nimero de nodos nos aportara una mejor aproximacioén?
Para responder a esta pregunta hay que usar propiedades de la teoria de operadores aplicadas al
espacio Cla, b].

Definicién 6.1 Sea F una familia de funciones continuas en [a,b]. Se dice que F es denso en Cla,b] si
para cada f € Cla,b] y e > 0 existe una funcion f. € F tal que

Jnax, |f(x) = fe(x)] <e.

Es claro que por el teorema de aproximacion de Weierstrass, el conjunto Il de todos polinomios es
denso en Cla,b].

Para abordar el problema de la convergencia de las formulas de cuadratura vamos a denotar en esta
seccién la formula de n nodos como

I.(f) = ZAj,nf(xj,n)v n =1, (6.1)
j=1

para dejar patente la dependencia de n de los nodos y los pesos.

Teorema 6.1 Sea I,,(f) una sucesion de férmulas de cuadratura (6.1) que aprozima a la integral

b
I(f) :/ f(z)w(z) dz,
y sea F una familia densa en Cla,b]. Entonces

lim I,(f) = I(f) para toda f € Cla,b]

n—oo

sty solo si
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1. lim I,(f) = I(f) para toda f € F y

n—oo
n
2. B :=sup Z |4 n| < oo.
n>1 j=1

Aplicdndolo a F = II se tiene el corolario inmediato:

Corolario 6.1

(a) lim I,(p) =1I(p), Vpell

lim I,(f) =I(f), Vfe€Clab] < n
n—oo (b) sup |Ajn| < oo
n>1 =1

Pero se puede mejorar mas en el caso de las formulas de tipo interpolatorio:

Corolario 6.2 Si la sucesidn de formulas de cuadratura {I,(f)}n>1 son de tipo interpolatorio:

n—oo

lim I,(f) =1I(f), VYfe€Cla,b] <= sup Z |A;j 0] < o0.
n>1 =1

Aplicando esto a las formulas de Newton—Cotes y gaussianas tenemos:

Teorema 6.2 Convergencia de las formulas de cuadratura de tipo interpolatorio

o Formulas de Newton—Cotes: en este caso

n
sup g |Ajn| = o0,
n>1"""

=0

y, por tanto, L,(f) no converge a I(f) para cada f € Cla,b].

o Formulas gaussianas: en este caso

lim I,(f) = I(f), Yfe Cla,b].

n—oo



