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INGENIERIA TECNICA INDUSTRIAL - ESP. MECANICA

FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA

Practica n° 2: Numeros complejos. Polinomios. Resolucion
de ecuaciones.

RESUMEN: Presentamos en esta prdactica como opera MAPLE con numeros complejos de forma
basica. En el segundo apartado estudiamos con detenimiento como MAPLE trata a los polinomios.
Abordamos también la resolucion de ecuaciones e inecuaciones. Estudiaremos un método de
resolucion grafico y un método directo limitado,; otros métodos directos e iterativos seran vistos en
una proxima practica.

COMANDOS MAS IMPORTANTES:
evalc, Re, Im, abs, argument, convert, factor, expand, simplify, coeff,
solve, fsolve

=/ Numeros complejos.

La unidad imaginaria en MAPLE se representa por
I=4/-1

Un nimero complejo viene dado en su forma binémica por la expresion general z = a+1 b.
MAPLE opera con las expresiones complejas siguiendo la estructura de cuerpo de los numeros
complejos. Esto lo ilustramos ejecutando las operaciones basicas de suma, producto y division
de complejos. Para ver los resultados debemos usar el comando

evalc(expresidn compleja)
que juega el papel del evalf para las reales
[ > evalc((a+I*b)+(c+I*d)) ;
[ > evalc((a+I*b)* (c+I*d)) ;
[ > evalc((a+I*b)/ (c+I*d));

Son interesantes los comandos
Re(n° complejo), Im(n°® complejo)

que nos dan por separado la parte real y la parte imaginaria de un complejo respectivamente:

| > z:=3+I*sqrt(3); w:=-2+4I*Pi;
> r:=Re(z*w); i:=Im(z*w);

A todo complejo z =a+I b le podemos asociar otro par de parametros que lo determinan
completamente. Hablamos de su médulo y 53 geﬂ{umento




b
lz| =r=4 a+ b arg(z) = 0 = arctan( —)
a

En MAPLE podemos calcularlos con las érdenes
abs (n° complejo), argument(n°complejo)
> abs (2+I*2) ;
{ argument (2+I*3) ;
Estos dos parametros permiten dar una representacion equivalente del complejo z=a+I b en lo
que llamamos su forma polar z= r, que nos permite dar la representacion grafica por medio del
vector (a,b) en el plano.

MAPLE tiene un comando que nos da la expresion polar de un complejo directamente:
convert(n° complejo, polar)

| > convert (3+I,polar);

que nos da el médulo y el argumento a la vez. La orden convert también se usa en otro tipo de

problemas mas generales, pero no lo veremos por ahora.
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Ejercicio: Sean z,=-2+ 41, z,= 3- 2. Calcular: z,+ z, .z, *z,,—, | z, |, arg( z, ) y la expresion
)

polardez [ 2 z 2 usando convert.

=/ Polinomios
Consideramos en este apartado un grupo especial de funciones, los polinomios de coeficientes
reales:
p)=a,x"+a, 3"V 4t a Xt oa

[ > p:=x->3*x"4-2*x"3-x+1;
Debido a su sencillez, los polinomios tienen ciertas propiedades que no tienen otras funciones
mas complejas. MAPLE saca partido a estas ventajas.
En los ejercicios de la practica 1 ya vimos las sentencias

factor(expresicn), expand(expresidn)
que factorizan o desarrollan una expresion respectivamente. Es muy util el caso en que la
expresion es un polinomio

| > factor (25*x76-20*x"5-46*x"4+40*x*3+17*x*2-20*x+4) ;

| > expand ((3*x*2-2)*2* (4*x-2)*3);

Cuando trabajamos con cocientes de polinomios también es muy practica la sentencia
simplify(expresisn)

que simplifica la expresion que le sefialemog ge2




[ > simplify ((48*x*2-24%x+3)/ (48*x"4-24*x*3-29%x*2+16%x-2)) ;

Estas tres ordenes no s6lo se usan en polinomios, sino que se usan también para simplificar o

desarrollar otro tipo de expresiones, aunque no suelen funcionar tan bien como con polinomios.

Otra sentencia muy usada cuando trabajamos con polinomios es la sentencia
coeff(polinomio,variable,grado)

que nos da el coeficiente que acompana a la variable independiente del polinomio considerado

en el grado pedido:

[ > coeff (p(x),x,3); #coeficiente de x°

| > coeff (p(x),x,0); #término independiente
Una ventaja de los polinomios frente a otras funciones aparece en el calculo de sus raices, o sea,
calcular los x tal que p(x)=0.
Los elementos basicos para la resolucion de este tipo de ecuaciones son:

- Todo polinomio de grado # tiene 7 raices en el cuerpo de los complejos.

- Las raices complejas a+1b se presentan siempre con su conjugada a-1b.

- Todo polinomio de grado impar tiene al menos una raiz real.

- Un polinomio de grado par puede presentar todas sus raices reales, todas complejas o
mezcladas.
Por esto, MAPLE tiene una serie de funciones incorporadas para tratar las raices de polinomios.
Presentamos en esta seccion alguna de ellas.

B Método grafico

La representacion grafica de la expresion p(x) en la variable x a resolver permite tener una
idea de donde se localizan las soluciones de la ecuacion. Se puede obtener una estimacion de
la solucidon al marcar con el raton el punto. Hay que tener en cuenta que la representacion
que hacemos es siempre en un intervalo finito y puede que dejemos fuera de la
representacion alguna solucion.

Ejemplo: Hallar por el método grafico las raices del polinomio p(x)= x 3x7 2 5 x +1
Nos piden obtener los puntos de corte de la grafica de p(x) con el eje horizontal (eje X), o
sea, los puntos x en que p(x)=0. En primer lugar, definimos la funciéon polinémica

| > pi=x->xA5-3*xM4-T*x"3-2*x*2-x +1;

En segundo lugar, dibujamos la grafica en un intervalo amplio donde sepamos que existen
raices de la ecuacion:

| > plot(p(x), x=-2..4);

A partir de la grafica anterior volvemos a dibujar a p(x) cerrando cada vez mas los intervalos
donde estén las raices

| > plot(p(x),x=0.3..0.4);

| > plot(x"5 -3*x%4-7*x73-2*x"*2 -x +1, x=0.36..0.364);

Ejercicio: Calcular una aproximacion a la raiz negativa de p(x) de la misma precision que la
anterior.

Método directo de MAPLE

El software MAPLE proporciona una utilidad para resolver ecuaciones. El comando es

solve(ecuacidn, variable)
Page 3



donde ecuacidn es una expresion del tipo p(x)=0. Si omitimos la variable resolvera todas
las que encuentre. Si omitimos el signo "=" en la ecuacion, MAPLE asigna por defecto "=0"
a la expresion que introduzcamos.

Esta utilidad funciona ligeramente diferente cuando se aplica a polinomios que cuando se
aplica a funciones generales. Cuando se aplica a polinomios, si el polinomio es de grado 4 o
menos, nos da la expresion algebraica de las soluciones exactas; cuando el grado es mayor,
dependiendo del polinomio, nos dara una expresion exacta de la solucion o no.

| > qi=x->3*xM+2*x 3+5*x " 2+4*x-2;

| > solve(q(x)=0,x);

A veces, cuando no le es tan facil dar con la solucion exacta, la expresion de las soluciones
la da de forma implicita:

| > solve (x*5 -3*x"4-7*x"3-2*x"2 -x +1=0,x);

Para obtener una aproximacion a los valores de la solucién cuando MAPLE nos la da en
funcion de RootOf, como en el caso anterior, hay que usar el comando:
| > allvalues (%)

Cuando solve no es capaz de dar una buena solucion o para conseguir mayor precision en
el calculo de las soluciones, esto es, conseguir un mayor nimero de decimales en la
aproximacion, la sentencia solve se suele combinar con la sentencia

fsolve(ecuacién, variable, opcidn)

donde opcidn puede ser

*un intervalo del tipo variable=a..b, que es un intervalo donde nos hemos asegurado que
hay una tnica raiz, usando el método grafico por ejemplo. Esto se suele usar para calcular
las soluciones reales con una mejor precision.

*complex, lo que nos dara una aproximacion a las soluciones complejas.

[ > ql:=x->x"T7+x*6+x"5+x"4+x*3+x"2+1;
| > fsolve(ql (x) ,x,x=-2..-1);
| > fsolve(ql (x) ,x,complex) ;

También existe la alternativa de "enganar" a MAPLE cuando con solve no obtenemos una
solucion explicita buena. Consiste en escribir al menos uno de los coeficientes del polinomio
como un numero decimal no entero, con lo que MAPLE lo considera como una funcién
general y no usa las herramientas especificas de los polinomios. La desventaja es que a lo
mejor podia habernos dado las soluciones exactas y con esto s6lo nos da soluciones
aproximadas:

| > g2:=x->x"T+x"6+x*5+x*4+x"3+x*2+1.0;
| > solve (g2 (x) ,x);
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=/ Resolucion de ecuaciones

Abordamos la resolucion de ecuaciones con el formato general:

fx)=0
En el apartado anterior hemos visto el caso en que f{x) sea un polinomio. El caso general es mas
complicado, ya que normalmente no sabemos cuéantas soluciones puede tener dicha ecuacion, ni
siquiera si tiene alguna. Basicamente, los comandos de resolucion de estas ecuaciones son los
mismos que para los polinomios, pero los métodos que usa MAPLE internamente no funcionan
tan bien como con los polinomios.

MAPLE no es infalible y no resuelve todas las ecuaciones que construyamos. Se basa en el
manejo de las inversas de las funciones que comparecen en la ecuacion, y no siempre puede
combinarlas para resolverla.

Igual que para funciones polindomicas, los métodos de resolucion son principalmente dos:

B Método grafico

La representacion grafica de la expresion f{x) en la variable x a resolver permite tener una
idea de donde se localizan las soluciones de la ecuacion. Se puede obtener una estimacion de
la solucion al marcar con el raton el punto. Hay que tener en cuenta que la representacion
que hacemos es siempre en un intervalo finito y puede que dejemos fuera de la
representacion alguna solucion.

. ’ .7 2
Ejemplo: Resolver graficamente la ecuacion e'= x”.

Nos piden determinar los puntos de corte de las funciones f{x)=¢" y g(x)zxz. Graficamente
podemos ubicar las soluciones de la ecuacion.

| > plot({exp(x),x*2}, x=-3..3);

La localizamos en el intervalo [-1,0]. Representamos ahora la resta de las funciones en dicho
intervalo

| > plot(exp(x)-x*2, x=-1..0);

Ejercicio. ;Qué valor podemos asignar como solucion de la ecuacién? Dar una estimacion
| de la solucién con el maximo nimero de decimales posible.

=l Método directo de MAPLE

Ejemplo: Resolver la ecuacion anterior con solve

| > solve (exp (x)=x"2) ;evalf (%) ;

Vemos como la primera expresion dada no es del todo satisfactoria al comparecer una

funcidn intrinseca (la funcion de Lambert) que en general desconocemos. Usando el
comando evalf obtenemos valores de las soluciones.

1
Ejemplo: Resolver la ecuacion x sin(x) = 5

[ > f:=x->x*sin(x) ;
| > solve(f(x)=0.5);
No nos proporciona todas las solucionelgag‘é: sina expresion general de las mismas. Entonces




una via alternativa y muy util es echar mano del método grafico junto con fsolve:
| > plot(£f(x)-0.5,x=-10..10);

| > fsolve(£(x)=0.5,x,x=0..1);

| > fsolve(£f(x)=0.5,x,x=2..4);

| > fsolve(£(x)=0.5,x,x=6..7);

Veamos otro ejemplo mas paradojico de las limitaciones del comando solve.

5
Ejemplo: Resolver las ecuaciones a) e'=cos(x) b) e )=cos( xz)
| > solve (exp (x)=cos(x)) ;

| > solve (exp (x”*5)=cos (x"2)) ;

Ademas, podemos asignar una variable a la solucidon bien para poderla usar posteriormente,
bien para comprobar que es una buena solucion.
| > sol:=fsolve (cos (x)=x,x) ;
[ > x:=s01;
| > evalf (cos(x)-x);
> x:='x'; #IMPORTANTE: hay que limpiar la variable x si
{ queremos que siga siendo indeterminada

=/ Inecuaciones

Los métodos de estudio de ecuaciones vistos en las secciones anteriores nos permiten abordar el
estudio de inecuaciones de la forma

a<|f{x) |<b.

La idea radica en la representacion grafica de todos los elementos de este tipo de expresiones,
esto es, de | f(x)| y las constantes a y b.

Ejemplo: Resolver graficamente la inecuacion 3<|2x-5]<8.
| > plot({abs(2*x-5) ,3, 8}, x=-2..8);

Ejemplo: Resolver graficamente la inecuacion |x2-3x- 7|<7/5
| > plot({abs (x*2-3*x-7),7/5}, x=-2..5);

La sentencia solve también se puede usar en estos casos, de dos formas.

Primera: calculando los puntos de corte que se ven en la grafica anterior

| > solve (abs (x*2-3*x-7)=7/5,x) ;
[ > evalf (%) ;

. . 3 141065 3 14785 3 14785
Y asi claramente, la solucion sera los intervalos (5 “ 1o ’E “" 1o )y (E + T,

3 141065
).
2 10 )
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Segunda: aplicando directamente la sentencia solve con desigualdades:
[ > solve (abs (x*2-3*x-7)<7/5,x) ;

Este caso tiene el inconveniente de que s6lo funciona bien cuando trabajamos con funciones
sencillas y, en general, no suele ofrecer una gran precision. El primer caso se puede aplicar a
funciones mas complejas.

Ejercicio: Resolver la desigualdad [3x-5|<3

Cuando se tiene un sistema de inecuaciones también se puede resolver de forma exacta con el
solve, introduciendo entre llaves las funciones a estudiar.

Ejemplo: Hallar los nimeros que verifican simultaneamente las desigualdades: (x-7)/(3x)<I y
(|x|+2)/x<I.

[ > solve ({(x-1)/(3*x)<1, (abs(x)+2) /x<1},x);

Ejemplo: Resolver la inecuacion 3<|2x-5|<8.

| > solve({abs(2*x-5)<8,abs (2*x-5)>3},x) ;

Con lo que la solucion seria la union de intervalos abiertos (4,13/2) y (-3/2,1).
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